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MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII,
TINERETULUI SI SPORTULUI

SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BIHOR

ETAPA LOCALA

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA 13.02.2010

CLASA aV-a

1.Intr-o familie sunt trei copii: Alexandru, Ionel si Cristina. Alexandru este cu un an mai
mic decat Ionel, iar Ionel este cu 2 ani mai mare decat Cristina. Ce varstd are n prezent
fiecare copil, dacd acum un an, suma varstelor lor a fost de 12 ani.

2. Comparati numerele:
a = 92010 _ 52009 _ 52008

b= 31256 _ 2.31255

3. Determinati toate numerele naturale care Tmpartite la 2010 dau restul de 700 de ori mai
mare decat catul.
(prelucrare RMT /2009)

4. Fie n un numdr natural nenul. Ardtati cd numarul 5" se poate scrie ca:
a) suma a doud patrate perfecte nenule;
b) diferenta a doud patrate perfecte nenule.

(RMT /2009)

Nota : ® toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru6h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7



MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII,
TINERETULUI SI SPORTULUI

SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BIHOR

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA ETAII;‘EZL%%*LA

CLASA aV-a
BAREM DE CORECTARE:

1. Observa ca diferenta de varsta dintre copii este de un an,

in ordine crescatoare: Cristina, Alexandru, lonel................... 1p.
Varstele copiilor acum un an: n, n+1, n4+2...ccocovveinieniennenn. Ip

(In cazul in care elevul a reprezentat grafic problema, se acordd 2 p)
NHMN+1)H(MH2)=1 2. e Ip
ODEINE N3, .eeiiiiieiie ettt s Ip

In prezent, copii au varstele:

CriStina: 4 ANe....cceeeveeeiieerieeeniieensiieereeeeeeeesieeeseeeesssneeneeeens 1p
Alexandru: 5 aNi.......ccceeveveiiniieniiieeiee et Ip

TONEL: 6 ANiciuiiieiiieiiiieeieee et 1p

(sau orice altd metodd care conduce la solutie)

2

a=2%%02_2-1)= 22" e, 1p
b=3"2(3-2) = 35 s 1p
a= 28 e, Ip
= (28 P = 256% e, 1p
D=3 2 e 1p
= (30) = 2437 e 1p
25671 > 24371 e, 1p
3. Scrie teorema impdrtirii cu rest
N =2010 ¢ 4+700C......cccccervimmiimiiriiriieieeenne 1p
N=2710 Curreeieeeeeeeeeeeee et Ip
T00C < 2010 1p
€< 2;ce {0152 i Ip
Obtine solutiile: 0; 2710; 5420........ccceevvneennee 3p
. . n__z2k+1 2k
4. Pentru n = impar, n=2k+1, ke N, scrie 5'=5 =5%5T=n 1p
(22 12) 55750 e 1p
= (25 55 A (50 et 1p

Nota : ® toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA ETAPA LOCALA
13.02.2010
55522322 2%) % 5752 (35 557 — (2% 557 e 1p
Pentru n = par nenul, n= 2k + 2, ke N, scrie 5"=52k+2_ 52 52k
(4% 4 32) 5 5250 e 1p
= (4 52 H(3 51‘); .......................................................................... 1p
527 5% =(13%-12%) T 5 =(13 5552 — (125 55, 1p

Obs. Daca elevul a gasit un caz particular si pentru suma i pentru diferenta se va acorda 1 p,
altfel 0 p.

Nota : ® toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BIHOR

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA ETAPA LOCALA
13.02.2010
CLASA a VI-a
1. Aflati x din proportia:
14 _ 7 inden=2010%— 2010 — 2009
x 287
2009
L o — ab bc ca
2. Determinati elementele mulfimii M = < abc |— =—=—
12 23 31
RMT /2009

3. Se considerd unghiul xOy ascutit. Pe latura (Ox se iau punctele A si C, iar pe latura (Oy
se iau punctele B si D astfel incat [OA]=[OB] si [OC]=[OD]. Dreptele AD si BC se
intersecteazd in E. Demonstrati ca A AEC si ABED sunt triunghiuri congruente.

4. Fie Ag, Ay, Ay, ..., Axpuncte coliniare, 1n aceasta ordine. Segmentul AgA;=1, AjA; =2,
A»A3 =3 si asa mai departe, fiecare segment este cu o unitate mai lung decat segmentul
precedent. Dacd MN = 60, unde M este mijlocul segmentului [ApA;] si N este mijlocul
segmentului [Ax.Ak], aflati lungimea segmentului [AgAk].

Nota : ® toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru2h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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BAREM DE CORECTARE

CLASA a VI-a
1. Calculeaza si afld n=2009 ........................... 2p
2
Inlocuieste =2OO9 SRR | o)
X 287
2009
Exprimi xog % 20097 = 14X 287 «.vevvere.. 2p
Calculeaza si afla Xx=2..........cccceiiiiiiiiiiniinnn, 2p
10a+b 10b+c 10c+a
2, = = S e 1p.
12 23 31
_100a+10b _ (100a +10b) —(10b+c¢) 100a —c |
120 15023 g7 T p
Din 10;; 2= 10()96;_C obtine 3100a-31c=970c+97a, de unde c=3a..........1p.
Inlocuieste c=3a in prima relatie si obtine b=2a...........ccceceiriiiniiiiiinneen. 1p
Cum c este cifrd, ae {1,2,3}; pentru a =1 obtine b =2,c = 3,
pentru a = 2 obtine b =4, ¢ = 6; pentru a = 3 obtine b=6,c =9.
M={123, 246, 309} ....ueieeieieieeee ettt 3p
3.Realizeaza corect desenul...........ccccceeevveerinennne 1p
[BD]I=[ACT. ittt 1p
Demonstreaza ca AOAD = AOBC ................ 3p
Demonsteazad cd ABED = AAEC ...................... 2p
4. Exprimé A()Ak= AOA1+ .. ..+Ak_1Ak R lp
k(k+1)
= 14243+...4+k= 5 1p
1 k
AoM=—; NAK=— e 1
0 5 K 5 P
Nota : e toate subiectele sunt obligatorii

e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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MN=————— ——=—— e, 1p
2 2 2 2
2 —
Din =60 0btine K*=121...coveeeeeeeeeeean 1p
K1 1p
A()Ak=66 .............................................................. lp
Nota : e toate subiectele sunt obligatorii

e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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CLASA a VII-a

1) Fie ABC un triunghi isoscel, avind AB=AC=15 cm, iar BC=12cm. Punctul Ee (AB)
astfel incat AE=5cm, Ge (BC ) si GC=8cm. Demonstrati cd GEIIAM, unde AM este indltimea
triunghiului ABC, Me (BC).

24+ b7 _l92+c2 _cz+a2

c? a’ b?

2) Fie a, b, ¢ € Z* astfel incat a

a) Aratati ca |a| = |b| = |c| ;

b) Aflati numerele a, b, ¢ Stiind ca ac-ab=50.

3) Fie ABCD un trapez dreptunghic, ABIICD, AD L AB, in care AD=AB+CD Si Me (AD)
asa incat AM=AB.
a) Aratati ca triunghiul BMC este dreptunghic;
b) Daca N este mijlocul lui (BC) , MC N DN={P} si AN MB={Q} atunci MPNQ este
dreptunghi.

4) a) Aritati ci (n+1)(n+2)=n"+3n+2, pentru n numir natural;
2

N~ . . 1 n n
b) Determinati multimea numerelor naturale n, pentru care numarul s= 3 + 5 + 3 este

natural.

Nota : ® toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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BAREM DE CORECTARE
CLASA a VII-a

1.AM inéltime la baza in triunghi isoscel = AM mediana 1p
= BM:CM:B—ZC =6cm 1p

AE 1
= —=-1
AB 3

GM 1
= —=—1
MB 3
AE_GM
AB MB
= GE| |AM 1p
a’+b* _ b* +c’ _ c’+a’ _ 2a* +2b* +2c°
c’ a’ b a’+b*+c’
a’ +b’ =2c’ sianaloagele  1p
Scizand relatiile sau inlocuind se obtine a® =b> =¢>  1p

Rezulta |a| = |b| = |c| 1p

=

2.2) =2 1p

b) ac-ab=50 < a(c—b)=50;|b| = |c| implica b=c sau b=-c 1p

cazul b=c nu convine = b=-c = 2ac=50 = ac=25 1p

din |a| = |c| Si ac=25 avem a=c = a’=25 = a=c=5Si b=-5saua=c=-5Sib=5 1p
3. a) triunghiul ABM este dreptunghic isoscel = m((AMB) =45° 1p

triunghiul DCM este dreptunghic isoscel = m((DMC)=45" 1p

= m((BMC)=90", deci triunghiul BMC este dreptunghic 1p

b) MN mediand la ipotenuza in triunghiul BMC = MN=BN=CN 1p

DM=DC si NM=NC = ND mediatoare pentru (MC) = ND LMC 1p

Analog ANLBM 1p
Patrulaterul MPNQ are trei unghiuri drepte, deci este dreptunghi 1p

4. a) calcul direct 2p

2
b) S=n +Zn+2 1p

Nota : ® toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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n+D(n+2)
6

s numdr natural = 6 divide (n+1)(n+2); cum n+1 Si n+2 sunt numere consecutive =
2 divide (n+1)(n+2) 1p

= 3 divide n+1 sau 3 divide n+2 1p
= ne N\{3klke N} 1p

folosind a) avem s= 1p

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h

e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7



MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII,
TINERETULUI SI SPORTULUI

SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN BIHOR

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

CLASA a VIlI-a

ETAPA LOCALA
13.02.2010

1) Fie x, y, z trei numere naturale ce se pot scrie fiecare ca o suma de doud pétrate perfecte.

Aratati ca:
a) Xy se poate scrie ca o suma de doud pétrate perfecte;
b) xyz se poate scrie ca o suma de doua patrate perfecte.

2) Fie cubul ABCDA’B’C’D’, Q centrul fetei BCC’B’ Si P mijlocul muchiei (AB). Fie
DM L PC, Me PC. Aratati ca:

a) dreapta DM contine mijlocul segmentului (BC);
b) QM L PC.

3) Pentru n numar natural, definim multimea A, ={xe R | |x +n— 6| <3n+4}.

a) Scrieti multimea A, sub formad de interval;
b) Aflati numarul natural n pentru care A, contine exact 609 numere intregi.

4) Fie punctele necoplanare A, B, C, D Si M mijlocul lui (AC), N mijlocul lui (MB), P
mijlocul lui (NC), iar Q mijlocul Iui (PB).
a) Aratati ca dreapta MP este paralela cu planul DNQ;
b) Dacid m((DAQ) = 65° aflati masura unghiului format de dreptele MP Si AD

Nota : ® toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7



MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII,
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BAREM DE CORECTARE
CLASA a VIII-a

la)x=a’ +b*>,y=c*+d* 1p

xy=(ac)’ +(ad)’ +(bc)* +(bd)* 1p

xy=(ac)’ —2abcd +(bd )’ +(bc)* +2abed +(ad)”  1p
xy=(ac—bd) +(bc+ad)’ 1p

b) fie ac-bd=m Si bc+ad=n = xy=m> +n> Siz=e> + f*> 1p
analog cu punctul a) avem ca xyz=(me — nf )2 + (mf + ne)2 2p
2. a) Fie BCNDM={N}

Unghiurile NDC si PCB sunt congruente 2p

Se arata cu triunghiuri congruente cd N este mijloc pentru (BC) 2p
b) Din teorema celor 3 perpendiculare obtinem QM LPC 3p

3a) A ={xeR|[x+1-6/<3+4} 1p

|x—5|S7 S -7<x-5<7 1p

= xe[-2;12] 1p

= A=[-2;12] 1p

b) [x+n—6/<3n+4 & -3n—-4<x+n-6<3n+4 = A =[-4n+2;2n+10] 1p
= 2n+10-(-4n+2-1)=609 1p

= n=100 1p

4. a) NQ este linie mijlocie 1n triunghiul BMP 1p

= NQIMP si NQ < (DNQ) = MPII(DNQ) 2p

b) MP este linie mijlocie in triunghiul ACN 1p

= NAIIMP Si cum NQIMP = A, N, Q colineare 1p
= AQIMP 1p

= m({(MP;DA) = m({(AQ; DA) = m({(DAQ) =65° 1p

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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Clasa a IX-a
1. a) Sa se demonstreze urmatoarea identitate:
1 2 < < . . N <
[x]+ X+ g +x+ E = [3x], dacd x este numar real si [a] reprezinta partea intreaga a

numarului real a. (Identitatea lui Hermite)
b) Rezolvati urmatoarea ecuatie pe multimea numerelor reale

S5x=2 N 15x-2 N 15x+2| 5x-3
4 12 12 2
2. Fie ecuatiile: V2x+3++/2x-5= y si Vz++z+11=t,unde x,y,z,¢ sunt numere naturale si
x>2. Ardtaticd x* +y> <z” .

3. Se considera triunghiul ABC si punctele D,@,E cu proprietitile: D € (AB), @ € (CD),

ce(BE)si ==2=2

= — = — . Se mai considerd si punctele F, M astfel incat CE || DF,DC |l FE,
AD @D BC

< . AE _ DE

DENnFQ={M}.Sisearateci2+—=—.
AD DM
R.M.T.
4. Sirul de numere reale (x,),., verificd x; = 2s§ix, ; =1+ [x, —x, ;,n = 2 Sasc arate
ca:
a)x, =1+xx,..x,_ 4, V=2
b)l*i*—'"+;* _1__1 =1,¥Vn=2
O+t +l<civnz=2
xq Xg Xy Xy
G.M. 5 (2009) (enunt partial modificat)

Nota : ® toate subiectele sunt obligatorii

e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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Barem de corectare Clasa a IX-a 13.02.2010

Problema 1.

a) {I}E[U ) [3x] = 3[x], [1:+ ] [x], [x—i—%]: (x] =

[x]+[x+ﬂ+[x+ﬂ = [3x]

(Ip)

(x}e l;) [3x] = 3[x] + 1, [1+ ]_[h]

[x+§- (x]+1= [x]{ﬁﬂ { } 4]
(1p)
(x}e 31) = [3x] = 3[x] + 2, [_r + i] = [x]+1

[x+]=t1+1= [x]{ﬁﬂ { } 1]

(Ip)
- — 2
b) & = 5x=1 :15x 2=ﬂ’+1, 15x+2=ﬂ‘_r +2
4 12 3 12 2
(1p)
aplicarea egalitatii lui Hermite
(1p)

.. [3(52-2) S5x—3
rezolvarea ecuatiei: |[———| = —
3 z

(2p)
Problema 2.
Deoarece dacd a, & £ N si 'l._E ++vbh eN=x '.._-'E eEN si vb EN putem spune ca:
Nota : e toate subiectele sunt obligatorii

e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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Barem de corectare Clasa a IX-a 13.02.2010
[31'+3-EN
?:_-1-—551\5 (Ip)
Waxr+3+-42x—5€EN
J1:1_3=FEJ‘|=-!(:1—3=Q1_ B —b =8== (g +bia—b)=8= _I"l:—.'_.-=-1r
L.\:w—s,—h,:m Lr—5=4 a—b=2
a=3:> x=3 (1p)
b=1 y:4 P
Avem ecuatia: \z++z+11 =¢,unde =,t € N = z+Vz+11 =2 Jz+11=2—¢ (1p)
Notam:
VZ-1l=k EN=>z-1l=k=>z=k —11=>k’ —11+k=¢ (1p)

(inmultim cu 4 egalitatea) = 4k” + 4k —44 = 4> = 4k + 4k +1-41> =45 =
(2k +1)° —(2t)" =45 = (2k +2t +1)(2k =2t +1) =45
(1p)

Ca urmare avem cazurile:

2k +2t+1=45

L Sk=11=z=110=x" +y" <2, (3 +4° <1107

2k-2t+1=1

(1p)

2k+2t+1=15

" 2k-2t+1=3
(1p)

Deci in conditiile problemei avem x* + y* < z°.

Sk=4=7=52x+y <7, (F+4°<5)

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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Problema 3.
AB =m-AD,CQ =m-QD,BE =m - BC si _ﬂ?-=1+_ﬂ"-—leE=F_-—-h%ﬁ
. Gp e
DE =p-DM,ME =(p—1)-DM,FM = i E —FT_iF
(3p)
Punctele F, M, @ sunt coliniare daca si numai daca p = m + 2.
(Ip)
Problema 4.
a) Au loc relatiile: (x,_, —1)*=x, —x,_,
xr: - 1 = '."..-:-1{'.‘-.".-1 - l} = xr:-l'rn—:{.'r.-:-;-' - 'l:]' == xr:-!".n—: ""‘.ll'fr'.l. - 1] =
Tn—1¥n-z %1
(inductie matematica) 3p)
b)
LIS RENFINIE SESTINE SEpSU IR S TR R T ! 1.1, 0 2
x e Xp— xp—1 x x Xy X Xg Xp_ x X o
'.I.-t_x__ar _ =__-_L_-_ + 1 + Ty _ — =l
Xy Xo Xe_ 4 X, X, Xp o  EyXn Xp g (zp)
C)i...i......-.{._ie;:l.-.i..:_-n_._;.-. 1 =1 (2p)
¥, o ¥y ¥, X E . 2n—1
Nota : e toate subiectele sunt obligatorii

timp de lucru 3 h
fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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Clasaa X-a
1)Sa se rezolve in R? sistemul de ecuatii:
2 4 36
6 E ) — l + l
4 4 4
Z y
15 2] =244 2
6 4 16
skskesk
. o 1+ z+ 77 .
2. a)Demonstrati cd dacd ze€ C\R si Iml—2 =0, atunci lzl=1
-z+z
b) Calculati suma S =z+z> +...+ 2" dacd z = cos & +isin2—7[
2011 2011

kskock

3)Se considera patrulaterul convex ABCD, iar E, F, mijloacele diagonalelor [AC], [BD]. Sa se

arate ca are loc relatia:

AB*+BC*+CD*+DA’=AC*+BD’+4EF’
sksksk
4)Existd functii injective £[0,0) >R astfel incat £(x)+ £(Vx)+ £(x?)=2009, v x>0?
GM 5

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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Clasa a X- A
Barem de corectare
1) Substituiile: [~ | =a . [2] =5.[2] =¢ Ip
2 4 6

4q =25+ 36¢*
Obtinerea sistemului echivalent <24b =1+4a’ Ip

60c =9+ 16b*

4a —60c = (5—6¢)*
Prelucrarea lui < 24b —4a = (1-2a)’ 1p
60c — 24b = (3 —4b)*

Suma (1-2a) +(3-4b)’ +(5-6b)’ =0 1p
Ip Ip
L1 lj _1
=5 2 2
1-2a=0 2 s
3-4b=0 & bzE = 3 :E & x=y=z=1 1p
4 4) 4
5-6¢c=0 5
c=> 5y
6 6) 6
3 l+z+2° .
2.a)Dacd u=—-—— si Imu=0 <:>|z|:1 3p
I-z+z

2010
2010 _ < -1

z—1

b) 1+S=1+z+z"+..+z =0 & S=-1 4p

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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3)Se asociaza fiecarui punct afixul sau A(a), B(b),C(c), D(d), E(a ; cj , F(b ; dj 2p

2

Relatia este |b—a|2 +|c—b|2 +|d —c|2 +|a—d|2 =|c—at|2 +|d —b|2 +44 e —JHTd

Se tine cont ca z z= |z|2 2p
Se fac calculele. 3p
4) Functia f nu este injectiva 3 x, y € [0, o) astfel incat f{x)=f(y) dar x#y 2p
lau x=3 si y=9 (alegerea celor doua valori)

3p

B+ fW3)+ £(3°)=2009= f(9)+ f(9) + f(8])

Rezultd £(+/3) = £(81)

Deci nu exista functii cu proprietatea din enunt 2p

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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CLASA A XI-A

1) Sa se afle limitele:
2 lin(} 1—cosx-cosX22x-...-cosnx ne N dat

L
i (222

x—1 Sin 1
fl+x —41-
) lin(} a x;n,meNn22,m22
X—> x
2) Fie A, B € M,, (C) matrici inversabilecu A-B™'+A™"-B=0,.
Sa se demonstreze ca: det(A-B)* - det [(A_l)2 + (B_1 )2] =1
(G.M.B.)

3) Se considera functia f: R—R unde:

f(x):{/x3+(a+2)-x2+(b+1)-x+c—%/x3+(m+1)-x2+mx+1

Sa se determine functia stiind ca sunt indeplinite conditiile:

i) lim (a-\/x2+ax+b-\/x2+bx—2x)):1

x—o0

1+22+3° +....+n"

n

i) c = lim
n—oo n

iii) m= lim (\/n+3-\/n+ —\/n+5- n+1)

n—oo

4) Fie Ae M; (R) cu toate elementele egale cu 1 sau cu -1. Sa se arate ca 4 divide det A
Generalizare

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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1—cosx 2-sin” 1 1
% . —1; 1. 2
1) a)Dacan=1 = lxlg(} e £1_r}r(} " 5=73 1 (1p)
. l—cosx-cos2x ,. 1—cosx+cosx—cosx-cos2x
n=2 = lim ————=lim 5 =
x—0 X x—0 X
. 1= . 1= 2 1 5 1
—lim —— S i S 02 (12429
x—0 x2 x—0 x2 2 2 2
(1p)
Vom demonstra prin metoda inductiei matematice propozitia:
. l—cosx-cos2x-....... - COS 1 "
p(n): lim et B (1%42%4.0%), (VNE N e p.
x—0 X 2
ns ns
b)Avem lim 51.n Al b = lim | ]+ s1'n s -1 ! =
r—1\sinl r—o1 sin1
sin x—sinl 1
. . sin [ sinl ;]
sin x —sin 1 \sinx-sin1
m || L | | e 1p
1 sinl
SiIn—— COSxi-'—1
- l.lin} g 2 ‘21 > cosl
X—>
_em - e SdECE o€ 8 oo, Ip
¢)Avem
1 1 1 1
i Vl+x -Nl-x \/l—x: i (1+x)n —(1=x)m . (+x)—1=(l=x)u+1 Ip
x—0 X x—0 X x—0 X
(1+2): (1-2):
1+x)n —1 l-x)m—-1 1 1 +
mim T AT T e L= e Ip
x—0 X x—0 - X n m m-n

2). Prin inmultirea relatiei A-B~ + A~ -B=1 ,,cu A la stanga, respectiv cu B la dreapta obtinem
A*+ B> =AB,deunde (A—B)> = —=BA oo, 1p
Analog prin Tnmultirea cu A7 la stdnga si cu B la dreapta in relatia initiala obtinem

R 0 2 S S U V) Ip
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Cum (A-B)*- l(A_1 )2 + (B - )2J= —(BA)-(BA)™ =—I,, , prin trecere la determinanti obtinem: det (A-
B) 2 det|(A™)2 + (B™) 2= Lot 3p

3)i. Avem 1imx(a.\/1+ﬁ+b-\/1+9—2)e R=w-(a+b-2)e R
X

X—>o0 X

Daca a+b-2>0=> o0 - (a+b—-2)=c¢ R
Daca a+b-2<0=> o0 - (a+b—2) =—oco g R

Deci a+b=2 si atunci avem lim x{(a -, 1+ﬁ —a)+(b- 1/l-i-é -b)]=1=
x>0 X X

a-(1+9-n b1+l o

= lim X 4lim—— =
x—>00 l x—>oo l
X X
1 1
- b el
a+%2 -1 1+2)2 -1
Deci lima-+-a+limb-+-b=1 sau a’+b’=2 (1p)
x x
Atunc a+b=2 bt 1)
tunci avem => a=b= p
a’>+b*=2
i) Avem sirurile (u,): uy=1+2%+...+n"
(Vn): Vp=n"

Avem 1.v,=n">0, Vne N~
2. limvy, =00

n—o0

.u —Uu
3.lim——"=1 (1p)

n—e ) v

Atunci pe baza lemei lui Stolz Cesaro avem:

ntl~ Y

lim“ =1=>c=1. (1p)

n—eo )
n
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. n+3Jn+l—-n—-5JVn+1
iii) Avem m = lim
’H”Jn+3Vn+l+Jn+SVn+l
-2

Atunci m = lim ,saum= -1 (1p)
1 n 1

'HmJ 43 +J +5
n+l An+l \n+l “n+l

Inlocuind obtinem functia:

f:R->R, f(x)= {/x3 +3x7 +2x+1— i/x3 —x+1

(1p)

4) Se adunad prima linie la a doua si a treia. (2p)
Se da factor comun pe linia a doua si a treia si se obtine 4. (2p)

Generalizare: Ae M ,(R) => 2" 'det A (3p)
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Clasa a XII-a

1. Intr-un grup (G,-) de ordin 6 si element neutru e se considerd elementele a, b, a = e, b # e,
astfel incit a® = e, 5* = e. Fie ¢ = ab.

a) Aratati ci ¢ = ba" sau ¢ = ba.

b) Calculati ordinal lui ¢ cand ¢ = ba” respectiv ¢ = ba.

RM.T.

2. Sa se arate ca:

= 005 - 1

(2 sin~""x — cos~x . . (n sinx

——— — dx < limn ‘ —dx.

Joosint iy & costy — n—x 1 x-

- n=1

X —arctgx

3. Determinati primitivele functiei: f: (0,02) =R, f(x)=2 S T
(1 +x° ) (arctgx)

4. Fie A uninel si functia f:AXA — A definita prin f (x, y) = (xy)2 -x*y*.
a) Calculati valoarea expresiei:
E(x,y)=f(1+x1+y)-f(1+x,y)- f(x1+y)+ f(x,y), unde 1 este elementul

unitate al inelului A.
b) Daca inelul A are proprietatea cd8 x+x=0 implica x=0 s dacd

(x, y)2 —2(y,)c)2 = )czy2 — yzxz,Vx, ye A, atunci A este comutativ.

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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BAREM DE CORECTARE
Clasa a XII-a _
XIL.1. a) orda = 3,0rd b = 2; elementele e, a,a”, b sunt distincte (¢, a,a~ nu au ordinul 2)
(2p) ) )
Elementele b, ba, ba- sunt distincte si fiecare dintre acestea este diferit de ,a,a- . Rezulta
G = {e,a,a”, b, ba, ba*}. (2p)

Deoarece ¢ este diferit de e, a,a”, b, deducem ¢ € {ba, ba} (1p)

b) Daci ¢ = ba”, atunci c“=e i ordc=2. Daca «¢= ba  atunci
cc=a zec =bxe;c=aze cF=ba’ e c® =esiordec=6.(2p)
XIL2. Notim [ = [ —20 72225 gy iy = [f—S22727% gy (1p)

Atunci [ + ] =Zsi v == —tconduce lal = J, deci I = ; 2p)

o 1 1  , . Finx . r VT .
Daca » = !—1 _-], avem: n-siny = — = (= 1) sinx;

n” [T sinvdx < [T —dx<(n+1) |

sinxdx;

o
.l IH T
'

ri IiNX r y 2 , 1 . 2n+1
= 2{n+ 1)-nsin sin

:1._.._:_.1'. Inin<+1 - ® = 2nin4l

&
=]
A
-
i
ta
=
[
=
|
[
i
=
=l
-
LAY

Obtinem lim, __n (% “~dx =1.(3p) Avem = < 1. (Ip)

1 1
XI1L.3. Fie t = arctgx. Atunci x=1gt, dt = ~dx, I+x° =1+1g°t = — . (Ip)
I+x cos” x

— 1 —_— 2
Avem de calculat: ZI tglt ! dt = ZI SIn7cos t3 feos tdt 2p)
t3 t
cos’t

Folosim integrarea prin parti :

’

) 1 tcos’—sintcost ¢ 2tsintcost—sin’t
2J.(s1ntcost—tc0s2t)[—2—j dt = +J dt =

r r t
2 . .2 .
tcos’t—sintcost sin’t t—sintcost
- . +——+C=—F—+C (3p)
t t t
arctgx—-———
Rezulta ci primitivele cautate sunt: —————X—+C. (1 p)
(arctgx)
Nota : e toate subiectele sunt obligatorii

e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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BAREM DE CORECTARE
Clasa a XII-a

XIL.4. a) Deoarece f(x,y)= ()cy)2 —x’y* = xyxy—xxyy =x(yx—xy)y, (Ip)

se poate scrie:

F+xy)=(1+x)(x—xy)y, f(x1+y)=x(yx—xy)(1+y),
F+x1+y)=1+x)(yx—xy)(1+y) = E(x,y)=yx—xy 2p)

b) Scriind relatia (ch)2 —(yx)2 =x"y*—y’x” pentru x+1 si yrezultd prin scidere xy* = y’x.
(2p)

La fel scriind pentru x §i y+1 se obtine (xy— yx)+(xy—yx)=0. (1 p)

Din ipotezd rezultd xy = yx. (1 p)

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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SUBIECTUL 1 (7p)

3p) 1.  Sa se demonstreze ca printre oricare sapte numere intregi existd doua numere a
caror diferenta este numadr par si divizibil prin 3.

4p) 2.  Aflati toate numerele X,,z0 N care verifica relatia 3* + 6” + 9° = 731.

SUBIECTUL I (7p)

Un numar de forma gbba se numeste ,,inalt” daca a< b si se numeste ,,scund” daca

a> b (de exemplu 1331 este ,,inalt” $i 3113 este ,,scund”).

2p) a) Cate numere ,,inalte” exista si cate ,,scunde’?

3p) b) Cate numere ,,inalte” divizibile cu 3 exista?

2p) c¢) Cate numere ,,scunde” patrate perfecte exista?

SUBIECTUL 11l (7p)

3p) 1.  Aflati toate numerele naturale de forma gpcd divizibile cu 21 care sunt patrate
perfecte.

4p) | 2.  Aratati ca 77777 < 22222° [8*.
G.M. 2/2009, problema E:13777

NOTA: Fiecare subiect este notat cu un punctaj de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru — 2 ore.
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Barem de corectare

SUBIECTUL 1 (7p)

1. | Diferenta este numdr par si divizibil cu 3 U diferenta este divizibilacu 6 ............. Ip
Teorema Impartirii cUTeSt 1a 6 .....oooiiiii i e lp
Folosirea principiului lui Dirichlet si finalizare ...................o.c, Ip

2. | 3"+ 6"+ 9°:3 pentru X>V>Z nenule dar 731 nusedividela3 .................ooonin. Ip
Demonstrarea faptului ca doud necunoscute dintre X>>Z suntnule .................. .. Ip
Studierea cazurilor x= y= 0; x= 2= 0; y= z= 0 i finalizare ........................... 2p

SUBIECTUL 1I (7p)

a) | gbba sunt exact cite numere de forma gb, adicA 90 ..............coooiiiiiiiiiiiinl, lp
abbg tnalt 0 a=1,00{12,.,9

a=2,b0{2,..9
a:95:9
Deci inalte sunt 1+ 2+ ...+ 9= 45 gifinalizare ................cooiiiiiiiiiiiiiien Ip

D) | @BBa 3 e GB'3 oo 1p
Studierea cazurilor pentru @ = 1,...,a=9 . Ip
FINAliZare .......oooiii i e Ip

©) | gbbag scund 0 b< a;
abba = 1001a+ 1105110 abba’11* pentru a fi patrat perfect ...........oeveeeeeeen... Ip

abba pitrat perfect 0 a0{0,1,4,5,6,9)

Tratarea situatiilor in functie de @ si dem. ca nici unul nu este patrat perfect ..........

SUBIECTUL III (7p)

1.

abcd patrat perfect si abed 210 abed = 30770k kO N oo
Determinarea valorilor lui & astfel incat 3° 07° 0k” sa aiba patru cifre ..................
FInalizare ..... ..o

77777° = 7P 011111°F
i
22222° = 2°1111°R

Compararea numerelor 7° si 8 sifinalizare ..................ccooiiiiiiiiiiiiiiin

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Daniel Nastrut
Prof. Liviu Tiron
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SUBIECTUL 1 (7p)

3p)

4p)

1. Fie %)Y numere naturale nenule. Demonstrati cd daca (x ¥ 4y) este divizibil cu 7,
xt4
2x+

. . Y s
atunci fractia este reductibila.

G.M.5/2009, problema E:13830

2. O bunicad are doi nepoti. Varsta bunicii se exprima printr-un numar de doua cifre,
fiecare cifra fiind varsta unuia dintre nepoti. Daca la varsta bunicii se adauga varstele
celor doi nepoti se obtine 83 de ani. Ce varstd are bunica?

SUBIECTUL 1II (7p)

2p)
5p)

Fie numarul natural »0 N”. Numarul 40 N’ se numeste ,prietenul lui?” daca prin
impartirea lui @ la 7 se obtine catul egal cu restul.

a) Determinati restul impartirii unui ,,prieten al lui 7’ la numarul n+ 1.

b) Determinati suma tuturor ,,prietenilor numarului 2010 .

SUBIECTUL 1III (7p)

3p)

4p)

1. Demonstrati cd oricum am alege 41 de numere naturale nenule diferite a caror
suma nu depaseste 1280, exista cel putin doua dintre ele a caror suma este egala cu 41.

2. 1In jurul punctului O se considerd unghiurile <40B, <BOC, <COD, <DOE si
«LEOA astfel incat masurile lor sunt direct proportionale cu cinci numere naturale

o g o5 TLEA0B) 1 L o
consecutive. Stiind ca " ({ B OE) 3 emonstrati ca punctele A4, s1 D sunt

coliniare.

NOTA: Fiecare subiect este notat cu un punctaj de la 0 la 7 puncte.

Timp de lucru — 2 ore.
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Barem de corectare

SUBIECTUL 1 (7p)

) xt4 .
1. | x+4y:7 si 7 numar prim 0 oy 4 este reductibila daca 2x+ y:7 ... ............. Ip
2t BT o, Ip
Xt YT e, Ip
2. | Fie a,b varstele nepotilor
BB Gt D= 83 oot Ip
L1at 2D = 83 e Ip
Finalizare @= 7, D=3 e 2p
SUBIECTUL 1II (7p)
a) | a ,prietenul luin” U a=nlct e e<nm Ip
a=c(n+1)0 restul impartiriila 7+ 1 €Ste 0 .....vveeeeeieeeeeee e, 1p
b) | @= 2010c+ ¢, c< 2010 ... i 1p
a=2011c,c< 2010, c0 N L Ip
Toti prietenii lui 2010 sunt 102011,2[2011,...,200902011.................cccoeuneennn. Ip
Suma = (1+ 2+ 3+ .4 2009) [2001= 2009010052011 ................cooiin, 2p
SUBIECTUL III (7p)
| | Fiecare pereche (1,40),(2,39),(3,38),...,(20,21) trebuie sa contind cel mult unul
"] QR TIUIMETE ..o, Ip
Numerele care au suma minima sunt: 1,2,3,...,20,41,42,...,61 ... ... Ip
Suma numerelor este 1281. Finalizare .............c..cooiiiiiiiiiiii e, lp
2. | Notam masurile unghiurilor cu @,b,c,d,e. Atunci a+ b+ ctd+e= 360" ............ Ip
a 1
= =0 @T2a o 1
ate 3 P
a b c d e
—= = = = M= A Ip
n ntl n+t+2 nt3 nt4
m(<AOD) = a+ b+ ¢= 180", FINAlIZATE ........cvveeeeeeeeeeeee e 1Ip

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Daniel Nastrut

Prof. Calinescu Dinu

Prof. Liviu Tiron

Prof. Pancu Codrut
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SUBIECTUL 1 (7p)

3p) a) Sa se demonstreze ca:
xtn  nt 3

> ,LOx0 N’ gi 0n0 N,
ntl 2x+n+l

4p) b) Sa se determine x N pentru care este verificata egalitatea:
xt1l x+2 x+ 2009 5 6 2013
t bt = t bt ———
2 3 2010 2x+3 2x+4 2x+ 2011

SUBIECTUL 1II (7p)

) 1 _ 1
Se dau numerele rationale @,,4,,...,a,,, astfel incat: a, = 5; a,=1- PR
1
1 1
a, = 1- +1;---;a2010:1_ il
a,a, a,a,...0y0

Sa se arate ca:
3p) a) a0y, gy > 0
4p) b) at ayt ..t ay, < 1

SUBIECTUL 1III (7p)

Se da un triunghi cu laturile de lungimi a,b respectiv ¢, unde a,b,c0 N si

7p) l+ l+ l: 1.

a b c
Sa se stabileasca natura triunghiului stiind ca perimetrul sau este un numar impar.

SUBIECTUL IV(7p)

Consideram triunghiul isoscel ABC ([AB] = [AC]) cu [ A4D] mediana si (DM
bisectoarea unghiului ADC unde M U AC. Perpendiculara din D pe 4B intersecteaza

pe AC in Q sipe AB in N . Aratati ca:
JAM T AN
) et g
MC NB
3p) b) triunghiul MDQ este isoscel.

4p)

G.M. 7-8-9/2009, problema E:13785

NOTA: Fiecare subiect este notat cu un punctaj de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru — 3 ore.
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Barem de corectare
SUBIECTUL 1 (7p)

a) x+n2n+,0x0N Ip
2x+ n+ 12 n+ 3,0x0 N° Ip
Finalizare Ip

+ + ¥
py Sl X2, 22009 000 05 Ip
2 3 2010
> tot 2013 <2009,0x>1 Ip
2x+3 2x+ 2011
Pentru x = 0 rationament analog lp
x = 1 solutie unica lp
SUBIECTUL 1I (7p)
1 1 a
==->0: a,=1- = —1 >
R S
a, = 1- L . a4 2P
aa,t1l aa,t1
g =1- 1 LG g .
2010 AQay..Ayt 1 aa,..a,,t1 P
b) 4, © 4 1 i az(a1+ 1) =al aa+ta,=al a=aqa-aa,
al
a,a
a, = —alal242r 1 0 a(aa,+1)=aa,l a-= aa,- aaa, 2
aa,..a
ypg = 20— [y = Ay lyggg = Ay laggeingg
A,a,y..0y t 1
Adunadm relatiile de mai sus si obtinem: 5
apt ayt ot a7 20, 0, Ayl T 1T @18, < ] P

Subiectul 111 (7p)

at bt c= imparl unul sau toate trei impare lp

Presupun a < b< ¢ si studiez cazurile a = 1 (nu convine)

1 1. 1
a=20 —+-—= 5 0 b=c=4 (nuconvine) sau b= 3,¢= 6 (nu convine deoarece 2p
c
nu verifica inegalitatea triunghiulara)
a=30 b=c=30 triunghi echilateral Ip

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Daniel Nastrut

Prof. Liviu Tiron

Prof. Moscaliuc A.
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INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BOTOSANI

Etapa locali a olimpiadei de MATEMATICA

1 1
Dacda a2 40 b,c> 40 —+ —+ <10 pentru a2 4 nu mai exista
a b c 2p
situatii convenabile
Analog pentru celelalte situatii de ordonare a numerelor a,b,¢ Ip
Subiectul IV (7p)
AM _ AD ) ) )
a) — = — (1) din teorema bisectoarei 1p
MC DC
AN _ 4D AM? _ AN?
AND ~aADCU ——=—(2]0 din (1) si (2 = — 2
aAND ~» "D po (A0 dinmsi@ s s (3) P
AAND ~aDBN [ ND’ = AN[NB si finalizare 1p
b) m(<NDB) = m(«CDQ) = x0 m(<NDB) = m(<«BAD) = m(<DAC) = x 1p
DM bisectoare U m({ADM) = m({MDC) = 45° )
P

0 m(<«<MDQ) = m(«<DMQ) = 45"+ x

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Daniel Nastrut

Prof. Liviu Tiron

Prof. Moscaliuc A.




MINISTERUL EDUCATIEIL CERCETARII, TINERETULUI SI SPORTULUI
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BOTOSANI

Etapa locala a olimpiadei d&¢ MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
etapa locala

Clasa a VIII- a

13 Februarie 2010

SUBIECTUL 1 (7p)

3p)

3p)

1p)

< . /a /b - o .
a) Sa se demonstreze ca Z+ —2 2, 0a,bl (0,+oo ) In ce situatie inegalitatea
a
datd devine egalitate?

a b c - o .
b) Sa se demonstreze ca —+ —+ —2 3,0 a,b,cl (0,00 ) . In ce situatie inegalitatea
c a

devine egalitate?

X

c) Sa serezolve ecuatia: 2" + ﬁ%ﬁ + ﬁ%ﬁ =3

SUBIECTUL 1II (7p)

3p)

4p)

a) Sa se calculeze H n+ n%,nﬂ N’

b) Si se determine ultima cifrd a numarului Hl Ovn’+n H,HD N’

SUBIECTUL 11l (7p)

p)

Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile @,b respectiv €.
Stiind c¢a a,b,c0 N’, ab+bc+ac=abc si a<b<c si se demonstreze ci
d+ta=b+c,unde d este lungimea diagonalei paralelipipedului.

SUBIECTUL IV(7p)

p)

M,N,P sirespectiv Q. Aratati ca:

Se considera piramida patrulaterd regulata VABCD cu baza ABCD si un plan 0

a }'f (ABC) care intersecteaza segmentele (VA), (VB), (VC) si (VD) in punctele

M4, PC_ NB OD
MV PV NV OV

NOTA: Fiecare subiect este notat cu un punctaj de la 0 la 7 puncte.

Timp de lucru — 3 ore.



MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII, TINERETULUI SISPORTULUI
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BOTOSANI

Etapa locali a olimpiadei de MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clasa a VIII- a

13 Februarie 2010

Barem de corectare

SUBIECTUL 1 (7p)

a b

Rl
a) Aplicand m, 2 m, obtinem Y\ p \/a 5 2 / /g : fé
2 ) b \Va

2p
Finalizare 0,5p
Egalitate pentru a = b 0,5p

b) L+ b, 2\/§ Ip
b ¢ c
Silz 2ﬁ Ip
a a
Finalizare folosind a) si determinare conditie de egalitate a= b= ¢ 1p

¢) x = 0 solutie unica folosind b) Ip

SUBIECTUL 1II (7p)

a) n’ < n(n+1)<(n+1)2 lp
n< n(n+1)<n+1 lp
H,/n(rﬁl)H:n Ip
0,20 0 10

b) gnt —g < n(nt 1)< gnt — 2p
e sg <rlm < 3
10n+ 4<10¥n’+ n<10n+ 5 Ip
Ultima cifra a numarului Hl 0yn(n+1) H este 4. Ip

Subiectul III (7p)

1 1 1
Relatia data se rescrie —+ —+ —=1
a c Ip
a =1 nu convine
1 1_1 : _ -
a=20 —t+—=—=0 b=c=4 (nuconvine)sau b= 3,c= 6 2p
c
1 1 1
Pentru a2 30 b,c> 30 —+ —+ =<1 2p
a b c

Decia=2,b=3,¢c=60 d=7 Ip

Finalizare Ip

| Subiectul IV (7p)

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Daniel Nastrut

Prof. Liviu Tiron

Prof. Pancu Codrut
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Etapa locali a olimpiadei dc MATEMATICA

Consideram ACn BD={0} si MPn NQ={O)

In triunghiul aVAC construim paralelele 44’ [|VO si CC'||VO unde punctele
A,C'0 MP .

In mod evident obtinem ci a4A'M ~aVOM si aCC'P ~VO'P de unde rezulta

, 3p
MA _ AA'D
litile: MV VO’%D MA, PC_ A4  CC _ 44+ CC ()
S pc_coqy” My Py Vo vo T Vo
Py yo'iQ
in trapezul 44'C'C avem OO' linie mijlocie, deci 44+ CC' = 2000 (2)
MA  PC _ 2000 3
Din relatiile (1) si (2) rezulta ca: + = , P
MV PV VO
. NB_ OD _ 2000 _ ,
In mod analog se arata ca: * de unde rezulta egalitatea dorita. Ip

NV OV VO

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Daniel Nastrut

Prof. Liviu Tiron

Prof. Pancu Codrut




MINISTERUL EDUCATIEIL CERCETARII, TINERETULUI SI SPORTULUI
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BOTOSANI

Etapa locali a olimpiadei de MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clasa alX-a

13 Februarie 2010

SUBIECTUL 1 (7p)

4p)
3p)

Se considera expresia

E(x) = 18+ 3x- 8/3x+ 2 + 114 3x- 63x+ 2

a) Sa se afle valorile reale ale lui X pentru care expresia are sens;
b) Sa se arate ca existd un interval pe care expresia este constanta.

SUBIECTUL I (7p)

1p)
3p)

3p)

O 2n+ 1 «[ 0 2k .0
Se considerd multimile 4 = Han a, = 22_ 1,nD N H si B= ku b, = m,kﬂ N E

a) Sd searatecd 4 si B sunt multimi disjuncte;
b) Sa se arate cd Tn multimea A4 existd trei elemente distincte in progresie
aritmetica;
c) Sase cdintre by, si b, existd doud elemente ale multimii 4.
Prof. Gheorghe Oniciuc

SUBIECTUL III (7p)

2p)
2p)

3p)

Fie triunghiul ABC. Sa se arate ca:

a) DU BC - DaDRastfelcaE:aﬁ+(l-a)E;
b) DD(BC)Q DaD(O,l) astfelcaE=aE+(l-d)Z(f;
¢) Dacid DU (BC) atunci ADIOBC < ABIDC+ ACIBD .

SUBIECTUL IV(7p)

5p)
2p)

In triunghiul ABC pentru care lungimea laturii AB este diferitd de lungimea laturii
AC, consideram M mijlocul laturii BC . Fie P,Q puncte variabile pe [AB] respectiv

[AC] , astfel ca BP = CQOsi R mijlocul lui (PQ).

a) Sa se arate cad RM este paralela cu bisectoarea unghiului BAC ;
b) Sa se afle locul geometric al punctului R .

NOTA: Fiecare subiect este notat cu un punctaj de la 0 la 7 puncte.

Timp de lucru — 3 ore.



MINISTERUL EDUCATIEIL CERCETARII, TINERETULUI SI SPORTULUI
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BOTOSANI

Etapa locali a olimpiadei d¢ MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clasa alIX-a

13 Februarie 2010
Barem de corectare

SUBIECTUL I
a) Scrierea de patrate perfecte sub radicali ... e 2P
2
X E | =00 | 2
[ 3 j P
b)Scrierea lui E cu moduli 1p
Explicitarea modulilor e e 1p
FINAlIZAre e bt be b e e e e e s 1p
SUBIECTUL 11
a)a, =b, = 2(2k =1)=2n =1 Contradictie.................occvevreeeeeeeriieeeeeeeeee. 1p
a +a
b)an=”‘T"c>(2m—1)(2p—1)=(2n—1)(p+m—1) .............................................................. Ip
Se deduce ca , de exemplu,n=3,m=2 si p=8 verificarelatia ..........cccooecirririiiniiniieire e, 2p
OB,y <A, <Dy i 2p
Se gaseste p=2K Si P=2Kt 1 s Ip
SUBIECTUL 111
— 5 - -
a) D e BC = CD este coliniar cu CB , deci exista @ € R astfel ca CD=CB ..ccevevvevvvvevenene. 1P
FINALIZATE ...eovviiiiiiiecieceee et sttt see e s ta e s ta e s st e st e s ssessaesseessaeesasaesnsesnaeeseesnnesraens 1p
CD
b)Seia a =——€(0,1)............ 2
) CB (0.1) P
— DC—-— BD——=
¢) AD=——AB+—AC ..o Ip
BC BC
Modulul sumei vectorilor mai mic ca suma modulilor si finalizare............ 2p
SUBIECTUL IV
- > -
a) Fie U, v versorii vctorilor ABSIAC si A = PB si AD bisectoarea unghiului A, D pe BC.
- (> -
=Y et I R VA TR 2p
2
—> bc [ —
AD = 7| U T V| ettt e et e ettt e rtttaaa———— 2p
b+c
FINALIZATE ...oceviieiieeceeece ettt ettt e et e e st e et e e estee e tbeesbbeessbaeesseessseeesseerssaessseeanseeanseas Ip

b) Locul geometric este segmentul [MN] cu MN paralel cu AD si N situat pe latura ce mai mare dintre
F N 2 I 1 USSP 2p

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Gheorghe Oniciuc
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3p)

1p)

3p)

Etapa locali a olimpiadei de MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clasa a X-a

13 Februarie 2010

SUBIECTUL 1 (7p)
Se considera perechile de numere complexe 2z,z, pentru care sunt satisficute
relatiile:

i) |Zl|: |Zz|: all (0’“)

.. 2 21 - 2
ii) ‘zl tzz,t z, ‘- a

z
- - - 1 . 2010 2010
a) Si se demonstreze ca daca —U C\R atunci 2"+ 2,0 R;
V4
2

4
- - - 1 . 2009 2009 _
b) Si se demonstreze ci daci —U R atunci 2™ + 2, = 0

Zy

Z
o - - 1 . 2009 2009 - 2009
¢) Sa se demonstreze ca daca 2 0 C\R atunci |z,"" * z, ‘- a2
2
Propusa de prof. Daniel Nastrut

SUBIECTUL I (7p)

4p)

3p)

1. Sasearate call n N’ are loc egalitatea:

%\/n2+ ntl+ \/nz- nt 1%: %\/4n2+ 3%

Problema 23962,G. M., pag. 368
2. Fie a,b0 C" i functia f:C - C,f(z)= az+b. Sa sc arate ci dacd punctele

de afixe f( Zl) ,f( Zz) ,f( 23) sunt coliniare, atunci §i punctele de afixe z,z,,2; sunt
coliniare.

SUBIECTUL 1III (7p)

2p)

5p)

Fie f:Z - Z care indeplineste urmatoarele conditii:
i ff(n)=n0nlZ
i) f(f(n-2)-2)=n0n0Z
iii) f(1)=0
a) Demonstrati ca f este bijectiva;
b) Determinati f'si /'

Propusa de prof. Daniel Porosniuc

SUBIECTUL IV(7p)

p)

Sa se rezolve in R ecuatia:
1

1 1
4 9%+ 9" U4 + 6 =108

G. M. 2/2009 — problema 26107

NOTA: Fiecare subiect este notat cu un punctaj de la 0 la 7 puncte.

Timp de lucru — 3 ore.
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Etapa locali a olimpiadei d¢ MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA

Clasa a X-a
13 Februarie 2010
Barem de corectare
SUBIECTUL 1

2 2
— — — a — a

2, _ _ .

a)|z| =z2,-2=2,-2,=|z,| =a’; z,=—;2,=—;
Zl 22

S8}

(212+zlzz+222) =(22,) =(z,+12,) 212+222):0 ............................................. 2p

FINAlIZATE ... e Ip

b) AR Z,=—1,,finalizare.................. Ip
Z2

€) ZLECNR =5 2, = HZ, oo 1p
2

FINAliZare .....ooi e 2p

SUBIECTUL II

1.n+%<\/n2+n+1<n+1,VneN* ............................................................... Ip

n—%<\/n2—n+lsn,VneN* ...................................................................... 1p

2N <AANT 43 < 2N+ L VN €N Lo Ip

FINAliZare ... ..o e lp

2. Punctele A,B,C de afixe a,b,c sunt coliniare < Z_ ER o Ip

—-C

Fie M|,M,,M, de afixe z,,z,,respectiv z, si P,P,,P, de afixe f(z), f(z,), respectiv f (z,).
f(z)-1(z) R

R,P,,P, coliniare = f()-1(2) ER Ip
Rezulta % eR=M,,M,,M; coliniare .................ooiiiiiiiii, Ip
2 3

SUBIECTUL III

LIS 18115 4 Ip
LI 1 [1018 A B PP Ip
F(N=2)=2=1F(N),YNEZ ...cooiiiiiiiiiiiii 1p
FRK+D) ==2K=—C2K+ 1)+ LVKEZ «.eneeii i, 2p
T(m2K) = 2K+ L, VK €7 o lp
B o e 0,5p

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Daniel Nastrut

Prof. Liviu Tiron

Prof. Daniel Porosniuc

Prof. Nicolai Buzduga
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Etapa locali a olimpiadei d¢ MATEMATICA

SUBIECTUL 1V
Observam ca X=#0.
Pentru X <0, membrul stdng este mai mic decat 3, deci ecuatia nu are solutie ................. Ip
. R x+L 2 X 3 X
Pentru X >0, scriem membrul stang 6 * 3 + 5 e I P 2p
Dar x+—2>2, deci 6 X 230 et Ip
X
2V (3T y . .
3 + 5 > 2 (inegalitatea mediilor), deci membrul sting este >3 ...................... 2p
Finalizare, X =1 SOIUtIC UNICA .........ooiiiiii e
Ip

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Daniel Nastrut

Prof. Liviu Tiron

Prof. Daniel Porosniuc

Prof. Nicolai Buzduga
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Etapa locali a olimpiadei de MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clasa a XI-a

13 Februarie 2010

SUBIECTUL 1 (7p)

01230
Fie 0 = H 31 2HD S;,unde S; reprezintd multimea permutarilor de gradul 3.
3p) a) Sa se rezolve ecuatia x* = ¢ ;
4p) b) Sa se demonstreze ca oricare ar fi ordinea factorilor, produsul tuturor

permutdrilor din S5 este permutare impara.

SUBIECTUL I (7p)

Fie AU M;(C). Si se arate ci:
ap)| @) det (4- 4')=0;
3p) b) Daca 4¢ A’ atunci rang A =2.

SUBIECTUL I1I (7p)

Fie sirul (xn ) »1 Strict crescdtor cu proprietatea:

xj(xj - 1)2 x)Ox,, +2x, +1, (D)nz 1.

7p) Sésearatecéxn<'l,(ﬂ)n21,

SUBIECTUL IV(7p)

Fie f:R - R,f(x)= X+ x,
3p) a) Sa se verifice cd f este bijectiva;

-1
4p) b) Sa se calculeze limf (%)

n2 2.

NOTA: Fiecare subiect este notat cu un punctaj de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru — 3 ore.

prof. Ioan Baetu

prof. Ioan Baetu
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INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BOTOSANI

Etapa locali a olimpiadei d¢ MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clasa a XI-a

13 Februarie 2010
Barem de corectare

SUBIECTUL I
I. a). Daca X(1)=1=> x(1)= x(X(1)) = 0(1) =3, fals........ccovrrieeeiiiie e Ip
Daca X(1)=2= x(2)=x(x(1))= (1) =3
. 123
Atunci X(3) = x(x(2))=c(2)=1=> x= (2 5 J ....................................................... 1p
Daca X(1)=3=>x(3) = x(X(1))= (1) =3, fals. ... ....ccoeiiriiiiiiiiieeeiieeee 1p
b) Se stie ca dintre cele 6 permutari ale lui S;, 3 sunt pare si 3 sunt impare............... 2p

Fie 0,,0,,0,,0,,05,0, cele 6 permutari luate intr-o ordine oarecare. Rezulta :
H01°02-0,70,703-0,) = (AP AP AP P 1 -

= (= MO IEEMEIIMEIIETD ] 2p
SUBIECTUL II
a) Fie B=EA-A =B = A" = A=-B ...t 2p
Cum detB=det(B') = detB =det(~B)=(~1) -detB=—detB=>detB=0............. 2p
a b c a m g 0 b-m c—qg
b) Fie A=\m n p|=A'=|lb n r|=A-A'=\m-b 0 p-r|...... 1Ip
g r s cC p s g-Cc r—p 0
Din (1) = det(A— A)=0=>rang(A— A" )<2........cooiiiiiiieeee ) Ip
Daca rang(A— Al )< 2, atunci toti minorii diagonali de ordinul 2 din matricea A— A'sunt 0.
Rezulta (b—m)’ =(p-r)’ =(c—q)’ =0=m=b,p=r.c=q=A=A", fals...................... Ip
SUBIECTUL III
Din ipoteza rezulta :
(1) X2 (X =X, )< =14+ %, ) <O,V =T 2p
Cum (Xn )n21 este strict crescator, rezulta X, <0, (V)n >21= (Xn )n21 este convergent............ 2p
Fie 1 <0,1 = %1_{2 X,. Trecand la limita in (1), obtinem:
Pl-D<—(1+1<0=20<(1+1) <0=1=-1=x, <-L(V)n>1................ 3p
SUBIECTUL 1V
a) (V)x,yeRcu x<y=x <y’ = x*+x<y’+y= f(x)< f(y)= f strict crescatoare pe
R o M@0 iVa. .t Ip

Cum f este continua pe R si lim f(X)=—-o0,lim f(X)=c0= Im f =R = f este sujectiva.....2p

b) (V)X >1=> FR/X) = XX <2X oo, 1p

Cum f este strict crescatoare pe R = f ! este strict  crescatoare pe R.

Rezulta x = £ (f(/x )} < F(2x) = £ (x)> i/g,(v)x S SO Ip

Cum limi/gzwzliilgfl(X)=w. ..................................................................... Ip

X—»00

Notam f'(X)=y. Rezulta x= f(y)=y’ +y, de unde

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. lIoan Baetu



MINISTERUL EDUCATIEIL CERCETARII, TINERETULUI SI SPORTULUI
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BOTOSANI

Etapa locali a olimpiadei d¢ MATEMATICA

. (%) -3
Iim———=lim———==lm————==1limy "..................c. Ip
x—oo N y—>0 n’ y—o 3 y—»0

\/; y ty n n(l + —
_1 -1
Daca n=3=1lim (X):1 Daca n>3:1imm=oo.Daca

X—00 Q/; ’ X—00 Q/;
-1
n=2= limm =0

0 e 1
x>0 Rfx p

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. lIoan Baetu
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Etapa locali a olimpiadei de MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clasa a XII- a

13 Februarie 2010

SUBIECTUL 1 (7p)

7p) | Pe @ introducem legea "0" definitd prin x0y= xy+ 5x+ [0y+a, al @ . Si se determine
valorile lui @ pentru care intervalul (-5,+0) este parte stabild a lui @ in raport cu legea "0" .

SUBIECTUL 1II (7p)

Pe multimea G = [0,1 ) definim legea de compozitie x0 y = { xt y} (partea fractionara).

Se cere:
5p) | a) s se arate ci (G,0) este grup abelian;
. 12 -1 . .
2p) | bydaca nl N, n2 2 si G, = - , aratati ca (G,,,D) este subgrup al lui (G,0) .
nn n

SUBIECTUL 11l (7p)

x=0 o
, admite primitive pe R .

Sll’l—z,

7p) | Aritati ca functia /R - R, f(x)=
0, x=0

SUBIECTUL 1V (7p)

Fie functia /:[0,1] - [13], f(x)= x*+ x*+ 1. Se admite ci functia / are inversa & .

Ip) |a) S lcul 1t(2t2+1)a’

p) | a) Sase calculeze | ————dt .
i

1 3

3p) | b) SésearatecéIf(x)dx+Ig(x)dx= 3.

0 1

1 a

3p) | ¢) S se demonstreze ci, dacd ¢ 0 [7.3], atunci are loc inegalitatea I f(x)dx+ Jg (x)dx20a .
0 1

NOTA: Fiecare subiect este notat cu un punctaj de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru — 3 ore.
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INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BOTOSANI

Etapa locali a olimpiadei d¢ MATEMATICA

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Clasa aXIIl-a

13 Februarie 2010
Barem de corectare

SUBIECTUL 1
Pentru (V)X>—5,(V)y>—5 trebuie sd avem X*Y > =5 ... 1p
XY =(X+10)(Y4+5)+8=50 ...ooiiiiiiiiiiiiiii 1p
Alegsirul (y,) , ¥, €@, ¥,>-5silimy =-5_ ... 1p
Pentru X >-5,avem x*y, >-5 = lim(x*y,)>-5 = a-50>-5= a>45..................... 2p
Dacd a>45, (V)x>-5,(V)y>-5 = (x+10)(y+5)>0si a-50>-5 = x*y>-5........ 2p
SUBIECTUL 11
)00 1S) 1A T 1411 0 4 - 1p
L0707 11213 T4 2 | £ T 1p
g Lo T 2T 104 7 1p
Element neutru 0" ..o e 1p
X L X e 1p
i j K
b) (V)X,yeG= Xx=—, y=== x*xy=—,
n n n
unde k=i+j pentru i+ j<1 ,sau k=i+j—-1pentru i+ j>1 =>x*yeG......ccevvevrnnnn... 1p
(W)XEG = X' €6 oottt 1p
SUBIECTUL III

1 .1 1
x? cos—, x=0 —2s1n—2+3X2 cos—, X=0
X

Functia G (X) = e derivabila si G'(X) =g (X) = X X ..4p
0, x=0 0, x=0
2 ES—
Functia h(x)= 3X cos X x=0 este continud deci admite primitive..................c..oeueevnnn... 2p
0, x=0
= 2f = h(x) -g (X) admite primitive = f admite primitive...............ooooiiiiiiiiii, 1p
SUBIECTUL IV
) j 2+t m\tutm\ Zin3 1p
ot LIRS et
b) j dx— ................................................................................................. 1p
Cu schimbarea g( )=y = f (y) =X = dx= f’(y)dy
1
_f g(x)dx= J. yf'(y)dy = I(4 y*+2y° ) dy = g sifinalizare............ccoooiiiiiiiii i 2p
¢) Utilizand b), inegalitatea devine: 3— j g(x)dx+ j g(x)dx>a < I g(x dX <3-A ieiiiiinnnnn, 1p
cum X<3 s§i g crescitoare = g(x)<g(3)=1 = Ig dX<J.dx 3= i 2p

Subiecte si bareme elaborate sau adaptate de:
Prof. Ciudin loan



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a V-a

SUBIECTUL I
O multime de numere naturale X se numeste interesantd daca se poate Imparti
in doud submultimi Y gi X\Y astfel incat suma elementelor din Y sa fie egala
cu suma elementelor din X\Y.
Fie A =1{1,2,3,...,2010}. Aratati ca:
a) Multimea B = {2,3,4,5,6} este interesantd.
b) Multimea A nu este interesantd.
c) Multimea A\{1} este interesantd

prof. Aurel Barsan

SUBIECTUL II
Fie girul de numere naturale:

ar =7, ax =12, ,a3=17, a4 =22,...

Q

ecze

Sa se scrie termenii as, a1g, @100 ai girului.

Sa se scrie termenul a,, al girului, unde n € N*.

Sa se arate ca niciunul din termenii sirului nu poate fi patrat perfect.
Sa se calculeze suma primilor 2010 termeni ai sirului.

prof. Dorina Bocu

SUBIECTUL III

a)  Scrieti numarul 2010 ca produsul dintre un numar par si unul impar.

b)  Aritati c& daci a si b sunt numere naturale iar o010 — §?910 = 20092010,
atunci a + b este un numar impar.

¢) Exisid numere naturale a si b astfel incit a - b = a2°10 — p2910 = 2010?
Justificati raspunsul.

prof. Dorina Zaharia

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect are 7p. Timp de lucru
2 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a V-a

Solutii si bareme

SUBIECTUL I
a)  Submultimile sunt {2,3,5} si {4,6}......1p
b)  Observim, mai intdi, cd suma elementelor unei multimi interesante este
un numar par.....1p
Dar, suma elementelor lui A este % = 1005 - 2011, deci este un numar
impar, prin urmare, A nu este interesantd......2p
c¢) Punctul a) sugereaza partitionarea multimii A\{1} in doua multimi intere-
sante astfel:
A\{1} = BU{7,8,..2010}. In continuare fie C = {2,3,5}, D = {4,6},
E = {7,2010, 38,2009, ...,507,1510} si F' = {508, 1509, 509, 1508, ..., 1008, 1009}.
Multimile CU E ¢i D U F au aceeasi suma a elementelor i o partitioneaza pe
A\{1}, deci A\{1} este interesantd..... 3p
SUBIECTUL I1
a) a1 =5-142 ax=5-24+2, ,a3=5-34+2, a4 =5-4+2, deci
a5 =5-5+2=27, a10=5-10+2=52, ,a190=>5-1004 2 =502...... 2p
b) a,=5-n+2,unden e N*....1p
c¢) Daca n este numar par, atunci ultima cifrd a numarului a,, este 2, daci n
este numar impar, atunci ultima cifra a numarului a,, este 7. Dar, ultima cifra
a unui patrat perfect poate fi 0,1,4,5,6,9, deci a,, = 5-n+ 2 nu poate fi patrat
perfect.....2p
d) a1 +az+...+ap0 =5(1+2+...42010) +2010 - 2 = 52010200 4 420 =
1005 - 10059 = 10109295....2p.
SUBIECTUL II1
a) Exemplu 2010 =10-201......1p
b)  Stiind c& a™ are aceeasi paritate cu a, Vn € N*, din relatia a
20092010 deducem c& 2010 — p2910 este impar, deci a si b au paritati diferite, de
unde rezulta ca a + b este un numar impar........... 3p
c) Stiind cd a-b=2010=2-3-5-67 rezultd a si b au paritati diferite, iar
din relatia a?°1% — p2%19 = 2010 deducem ca a?°'0 — h2°10 este par, deci a si b au
aceeagl paritate, ceea ce este in contradictie cu a si b au paritati diferite. Deci,
nu exisd numere naturale a si b astfel incat a - b = 2010 — 2010 = 2010.....3p

2010 _ 32010 _



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a VI-a

SUBIECTUL I
Se considerd multimea M = {1,2,3,...,10}.
a) Sa se arate ca multimea M nu se poate imparti in dous submultimi A si
M\ A astfel incat produsul elementelor din A si fie egal cu produsul elementelor
din M\ A.
b)  S&se determine un element x din multimea M astfel incat multimea M\ {x}
s& se poatd imparti in modul descris la punctul a).

prof. Aurel Barsan

SUBIECTUL 11

Fiind date 2010 puncte distincte in plan, sa se indice:

a) In ce caz se obtine cel mai mic numéar de drepte determinate de cate dous
puncte si care este acest numar?

b) In ce caz se obtine cel mai mare numar de drepte determinate de cate doua
puncte si care este acest numar?

c) Se pot duce 2009 drepte? De ce?

prof. Dorina Bocu

SUBIECTUL II1

Consideram un triunghi ABC si bisectoarea AD (D € (BC)) a unghiului BAC.
Paralelele prin B si C' la AD se intersecteaza cu dreptele AC, respectiv AB in
E, respectiv in F, iar E'F se intersecteza cu BC' in M.

a) Aratati cda AEBF = ABEC.

b) Demonstrati cd MALAD.

G.M. 3/2009

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect are 7p. Timp de
lucru 2 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a VI-a

Solutii si bareme

SUBIECTUL I
Notam cu P(X) produsul elementelor multimii X.
a) Metoda I
Presupunem contrariul. Cum P(A) = P(M\A), obtinem P(M) = P(A) -
P(M\A) = (P(A))2, deci produsul elementelor lui M este patrat perfect.
Dar, P(M) = 10! = 28.3%. 5.7, care nu este patrat perfect....... 3p
Metoda 1T
Presupunem contrariul. Cel mai mare numéar prim din multimea M este 7.
Exact una dintre multimile A gi M\ A il va contine pe 7. Atunci, produsul ele-
mentelor acesteia va fi multiplu de 7, pe cand al celeilalte nu. Deci, cele doua
produse nu pot fi egale........ 3p b) Esteevident cd z =7....1p
Un exemplu de partitie a multimii M\{7} este: {1,2,3,4,5,6} i {8,9,10}......3p
(orice alt exemoplu se va puncta corespunzitor).
SUBIECTUL II
a) Cel mai mic numar de drepte este una, care se obtine daca cele 2010 puncte
sunt coliniare......2p
b)  Cel mai mare numér de drepte se obtine dacé oricare 3 puncte sunt necol-

iniare gi acest numaér se obtine dupa formula n(";l) = 201052009 = 2019045......2p
c) Daca 2009 puncte sunt coliniare gi un punct este necoliniar cu acestea,
atunci se obtin 2010 drepte, in toate celelalte cazuri se obtine un numar de
drepte mai mare decat 2010, deci nu se pot obtine 2009 drepte......3p
SUBIECTUL II1 e
ABAEF este isoscel. Din DAC = AEB, DAB = ABFE si DAC = BAD rezulta
ci ABE = AEB si deci ABAE este isoscel. Analog, ACAF este isoscel.....2p
a)  Observam cad AEAF = ACAB (L.U.L) si de aici EF = BC si de aici
AEBF = ACEB (L.L.L)....... 2p

b) Din a) deducem ACB = AEF. Cum AFC = A/C’\F, rezults EFC = B/ﬁ,
adicd AMFC este isoscel cu FM = CM. Acum AMAF = ACAM (L.L.L)
implicd M A bisectoarea FMC. Deoarece! AMFC este isoscel, rezulta MA
inaltime, adica M ALCF. Dar FC||AD implici MA1AD......3p






OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a VIl-a

SUBIECTUL I
In trapezul ABCD (AB||CD,AB > CD) ducem DM 1LAB, M € (AB). Fie N
mijlocul diagonalei BD. Demonstrati ca M N||AC daca si numai daca trapezul
este isoscel.

Aurel Barsan

SUBIECTUL 11
Sa se determine numerele reale nenule a, b, ¢ stiind ca a + % =2b, b+ i = 2c
sic+ ﬁ = 2a.

prof. Mara Ilie, prof. Romeo Ilie

SUBIECTUL III
Fie ABC un triunghi echilateral, D € BC astfel incat (DC) = (BC) si E € AC
astfel incat (AFE) = (AC). Daca DEN AB = {F}, arétati ci AB = 3AF.

G.M. 3/2009

SUBIECTUL IV
Fie numerele

a—i—k 2 n 3 T 2009
1.2 1-2-3 1-2-3-4 77 1.2-3....-2010
si
b—i— 2 B 3 o 2009
1.2 1-2-3 1-2-3.4 7 1-2-3...-2010

a) Determinati o relatie intre numerele a si b.
b) Arstati cd a < 1.
c) Arataticad< 22% prof. Dorina Zaharia

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect are 7p. Timp de lu-
cru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a VIl-a

Solutii si bareme

SUBIECTUL I
Solutial
Fie P mijlocul diagonalei AC'. Se stie ci PN||AB i PN = % ....... 3p
Deci MN||AC <= M N PQ paralelogram <= PN = AM <= AM = 4B=DC —
ABCD isoscel....... 4p
Solutiall

Fie O intersectia diagonalelor trapezului. Din teorema lui Thales avem M N||AO <
BN _ BM 9,
50 = Ba e

Din asemanarea triunghiurilor BOA si DOC obtinem g—g = gg, de unde
BD _ AB+DC BN _ AB+DC

B0 = “Ag —, deci 5 = S5a5 e 3p

Folosind cele doua relatii deduse deja avem M N||AC <~ BM = Ag’:{% =

BM = ABEDC s ABCD isoscel.....2p.
SUBIECTUL 11
Metoda 1. Flex—a—i—bc,y—b—i——ﬂz—c—i—

ac
z Yy

Avem £ =1+ 4 ¥ =14 ..2psiZ=1+ §1dea1015:3:

[SNENS

z+y+z _ 2(atbtc) _ 9 2

abte = “atbic. = Zeee p

Asadar, x = 2a, y = 2b, z = 2¢. Deducema =b=csgiapoia=b=c=1......3p
Metoda II. Adunam ecuatiile si obtinem a 4+ b+ ¢ = % ..... 2p

Cazul I: abc = 1. Rezulta a =b=c=1....... 2p

Cazul II: a +b+c = 0. Avem abc+ 1 = 2b%c = 2¢?a = 2a2b, de unde rezultd ca
a, b, c au acelagi semn, decia+b+c<0saua+b+c>0. Fals....... 3p
SUBIECTUL III

Construim CP||AB P € DE.....2p In ACPE, AF linie mijlocie implicd CP =
2-AF.....2p In ABDF, CP linie mijlocie implica BF = 2-C'P, deci BF = 4-AF
sau AB+ AF =4- AF, de unde AB = 3AF ....... 3p

SUBIECTUL IV

a) Se observa ci a + b =1lu. 1p

2010 _ 1
b) Calculam a + %%é” 5010 = F + 1 2 =+ T 2134 +2... + 1752010 12 +
123"’1234"’ 123 2009+123 5000 — = T3 T T3 TTa3 — 12713 =1
De aici rezulti cd a < 1....... 3p



: _ s 1 1 : _ 1 1.1 1.
c) 1D1n ‘11+11) B 1 §11a = 11 T3 o010 OPtnem b = q5—=—55 = 53 1

3010 §§§§:W ....... 3p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010,
Clasa a VIII-a

SUBIECTUL I
Multimea A are ca elemente toate tripletele de numere reale de forma (\/m, v/n, \/p),
unde m,n,p € N, 1 < m < n < p < 100. Fie B o submultime a lui A care
contine numai tripletele formate din numere rationale.
a) Cate triplete de forma (y/m,/n,5) sunt in B?
b) Cate elemente are multimea B?
c) Cate triunghiuri dreptunghice avand lungimile laturilor (v/m,/n,/p) se
pot forma din elementele multimii B?

prof.dr. Toana Magca

SUBIECTUL I1
Trapezul ABCD si triunghiul ABE sunt situate in plane diferite. Stiind c&
AB|CD, ACNBD = {0}, iar G este centrul de greutate al triunghiului ABE,

sa se demonstreze ci dreapta OG este paraleld cu planul (BCE) daca si numai
daca AB=2-CD.

prof. Adriana Duta

SUBIECTUL III
Determinati solutiile naturale ale ecuatiei:

6vVr —2+8y—3+10Vz —4d=x+y+z+4l.

G.M. 2/2009

SUBIECTUL IV

ABCDA'B'C'D’ este un paralelipiped dreptunghic in care lungimile segmentelor
AB, BC, AC sunt numere pare consecutive (in aceastd ordine), AA’ = 16cm,
BELAC, FE € (AC). Aflati: a) daci paralelipipedul este un acvariu plin cu
apa, este posibil sa introducem in el un termometru de 18cm astfel incat acesta
sa fie in Intregime in lichid? Justificati raspunsul.

b) mésura unghiului format de planele (BC'E) si (A’AC).

¢) distanta de la punctul B’ la planul (BC'E). prof. Dorina Zaharia

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect are 7p. Timp de lu-
cru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010,
Clasa a VIII-a

Solutii si bareme

SUBIECTUL I
Observam ca m,n,p € {1,4,9, 16, 25, 36,49, 64, 81,100}
a) Triplete de forma (y/m,+/n,5) din B se obtin pentru p = 25, n = 16,
m € {1,4,9}; n =9, m € {1,4}; n =4, m = 1. Deci sunt 6 triplete......2p
b)  Observam ci p > 9. Astfel, pentru p = 9,m = 4,n = 1 avem un triplet,
pentru p = 16 avem 1+ 2 triplete, pentru p = 25 sunt 1+ 2+ 3 triplete, s.a.m.d.
In total se obtin 120 triplete......4p
c) Doar 2 triplete (3,4,5), si (3,4,5)......... 1p
SUBIECTUL II
"<=" Daci AB = 2-CD, cum ADOC ~ ABOA = §4 = 48 = 250 —
2. 1p

Fie M mijlocul segmentului BE, G fiind centrul de greutate al AABE, rezulta
e =2
Obtinem, deci, % = % si aplicand reciproca teoremei lui Thales in AAMC
avem OG||CM, dar MC C (BCE), deci OG||(BCE).....2p

"—=" Daca OG|(BCE) inseamna ca orice plan care trece prin OG si nu e
paralel cu (BCE), il intersecteaza pe acesta dupa o dreaptd paralela cu OG.
Cum (ACM) N (BCE) = CM, rezultd cd OG||[CM. AplicAnd teorema lui
Thales in AACM, rezulta ca 83 = % = 2. Dar ADOC ~ ABOA —
g4 =48 =20¢ —92 i AB=2-CD....3p

SUBIECTUL III

Ecuatia se scrie x —2+y—3+2—-4—-2-3- Ve —2-2-4-\/y—3—-2-5-
Vz—449+16+25=0...3p

sau (Vo —2-3)2+(Vy—3—-4)?%+(Vz—4-5)2=0.....3p.

De aici deducem z =11, y =19, z =29.....1p

SUBIECTUL IV

1) Fie AB =2k, BC =2k + 2, AC =2k + 4, k € N*. Aplicand teorema lui
Pitagora in AACB obtinem k = 3, deci AB =6, BC =8, AC = 10. Aplicand
teorema lui Pitagora in AACC” obtinem AC’ = 2v/89 > 18 , BC =8, AC = 10,
deci este posibil sa introducem in el un termometru de 18cm astfel incat acesta
sa fie In intregime in lichid....... 2p




2) Din CC'L(ABC), CELBE, CE,BE C (ABC) rezultd, conform teoremei
celor trei perpendiculare ca EC' L BE. Din EC' LBE si BE1AC, C'E, AC C
(AA'C) rezulta BEL(A’AC) ¢i cum BE C (C'BE) deducem c& (C'EB) L(A'AC),
deci masura unghilui format de planele (BC'E) si (A’AC) este de 90°
3) Fie EE'||AA", E' € (A'CY).

Cum EE'|BB' si EE' = BB’ reqults B'E'|BE. Din B'E'|BE si BE C
(EBC') rezults ca d(B', (BEC")) = d(E', (BEC")).

Fie FE'LC'E, F € (EC'). Din FE'LC'E, (C'"EB)L(A’AC) si (C'"EB) N
(AAC) = C'E, rezultd c& E'F L(C'EB), deci d(B’,(BEC")) = E'F.

Aplicand teorema catetei in AACB, obtinem CE = 3—52 = C'F’ si aplicand

teorema lui Pitagora in AC'EE’, obtinem C'FE = 167‘5/@ si B'F = % ...... 3p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a IX-a

SUBIECTUL I

: : x+5 m2+2m+3
a) Rezolvati ecuatia Mol +1 — [

r+2

}, x # —2, unde [a] reprezintd partea
intreaga a numarului real a.

b) Fie A, B,C i D din plan pentru care AD = aBA + bBC + CD unde
a,b € R, iar suma lor verificd ecuatia de la a). Aratati cd punctele A, B, C sunt
coliniare.

prof. Aurel Aldea, enunt modificat

SUBIECTUL II A
Bisectoarele unghiurilor A, B,C ale triunghiului ABC' intersecteaza laturile
acestuia in D € (BC), E € (AC), F € (AB).
— — — —
Aratati ca triunghiul este echilateral daca si numai dacd AD + BF + CFE = 0.
prof. Traian Duta

SUBIECTUL II1
Se considera numerele 1 = 1, 9 = 1 §i 11 = /%y + Tn_1, (V)n > 2 natural.
Se cere:
a) s se calculeze x3 si 4;
b)  sa se demonstreze ci x, <n —1, (V)n > 3;
c) si se demonstreze ca z, ¢ N, (V)n > 3;
prof. Romeo Ilie

SUBIECTUL IV

1. Deduceti S = 12 422 + ... +n?2.

2. Fie n > 1 un numér natural. S& se determine x1, x2, ..., z, € R stiind ca
22+ ad+ .+ -2 +2x2+...+nxn)+% <0.

GM 2/2009, enunt, completat

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect are 7p. Timp de
lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a IX-a

Solutii si bareme

SUBIECTUL I
a) Ecuatia poate fi scrisa de forma = +5 = (2[z] + 1) - {IQJFQI*S], T # 2,

o %3 . . 2 .
de unde observdm ca x € Z. Atunci, [z] = x si [W} =+ {3], iar

Observam z = 1 solutie. Pentru a demonstra ca este unica, vom analiza cazurile:
1. 2 > 1, atunci 0 < %_‘_2 < 1, deci [z%} = 0. Ecuatia devine 222 = 5 si nu
are solutii intregi.
2. z < =5, atunci —1 < m < 0, deci [%4—2] = —1. Ecuatia devine 22 — z —
3 = 0 si nu are solutii intregi.

3. x € {—5,—4,-3,—1,0} care nu verifici ecuatia data.
Prin urmare, x = 1 solutie unica.....3p
—

b) Fie O un punct arbitrar al planului. Atunci, pentru a+b = 1, relatia AD =

— —_— — —_— — —_— — —_— = —— —
aBA+bBC+CD devine OD—0OA = a(OA-OB)+(1—a)(OC-0OB)+0D-0C,

— —

adica AB = aC A ceea ce justifica faptul ca punctele A, B, C sunt coliniare.....2p

SUBIECTUL 11

Daca AABC este echilateral bisectoarele, sunt mediane, deci
—_— = —

— —_— -  — I —  —

2AD = AB+AC,2BF = BA+BC,2CE =CB+CA = 2(AD+BF+CEFE) =

—_ s — — = — —

AB+AC’+BA+BC+C’B+CA—0 ......................... 3p

Remproc AD + BF + C’E = 0 Notam BC = a, AC = b, AB = c¢. Atunci
— —_—

—
bAB+cAC cBC+aBA aCA+bCB
AD = bAB+eAC BT — cBChaBA OF — oCALWOE ||| . 1p

—_— =

(02 — a®)cAB + (¢ — b*)aBC + (a®> — A)bCA=T1.
Dar, CA= f(A—B) + B—C)') si astfel
(b%c — a*c — ba® + bc? )AB+(ac —ab® —ba® +bc*)BC = 0 ......... 1p



— —
Cum AB si BC necoliniari = a® = b? si deci AABC este echilateral.....2p
SUBIECTUL III
a) x3=+V3sizs=V3V3+1l.... 1p;
b) T3 <2, 24 <3 1p
Presupunem z,,_; <n —2, z, <n — 1 si demonstam x,,+1 < n.

Tnt1 = /My + Tt = V12 =2 < N 2p

¢) Demonsrtdm z, >n— 2, (V)n > 3.
r3=vV3>1,24=/3-1+1>2 25=v4-2+1>3....0p

Presupunem x,,_1 > n — 3, x, > n — 2 gi demonstam x, 1 >n — 1.

Tpt1 = /NTp + Tp—1 = VN2 —n—-3>n—1.... 2p

Darn—2 <z, <n-—1,deci z, €N, (V)n > 3......... 2p
SUBIECTUL 1V

1. Folosim (1+k)? =1+ 3k + 3k? + k3...1p
Sumand apoi pentru valori ale k de la 1 la n, obtinem (n+1)3 = (n+1)+
35 + 370 " de unde gisim § = M) 3

n
2. Cum Y k? = %, avem:
k=1

n n n

ozixi—zzkaZH: (zr, — k)2 >0,....2p
P

k=1 k=1 k=1 =1

de unde xx = k.....1p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a X-a

SUBIECTUL 1
Fie a,b,c € N\{0,1}. Demonstrati inegalititile:

b
1. sbileten > /R

a+b+c

2 g, S oy S + o, il >
prof. Gabriela Boeriu
SUBIECTUL II
min(t? —2t+2), r<1
Se considers functia f: R — R, f(z) ={ ="

max(1 — /1), x>1
t>x
1. Sa se artate ca functia f este injectiva, dar nu este surjectiva.
2. Sa se determine k € R astfel incat functia
.  fle)+k <1 e
g:R— R, g(x) = { (@), b sa fie bijectiva.

3. Si se determine g1,

prof.dr. Viorel Draghici

SUBIECTUL II1
Aratati cd nu exista 21, 29, 23 € C* astfel incat:

Traian Duta

SUBIECTUL IV
S5 se rezolve ecuatia 27 = 131023 + p?, p si ¢ fiind numere prime.

prof.dr. Ioana Magca

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect are 7p. Timp de lucru
3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a X-a
Solutii si bareme

SUBIECTUL I

1. Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica, avem:
a+a+..+a+b+b+..+b+c+c+..+c

b ori cori a ori > a+b+c/abbcca ..... 3p
a+b+c

2. Utilizand monotonia funtiei logaritmice pentru a, b, c > 2 si inegalitatea de

la punctul 1., se obtine log, “l;ibgrcca > log, ”H\/c abbece, log, “Z"_’Fb;:f“ >

g, “T"Va bb“c” log, abtbetea > joo TR/ gbbeca............ 1p

a-+b+c
Insumand aceste inegalitati, se obtine:

| ab—&—bc—i—ca+l ab+bc+ca+ ab+bc+ca> 1
o) 0 o) .
& 8o a+b+c Be a+b+c T a+bitc

¢ a+b+ec

[(a+b+c)+ (alog, c+ clog, b+ blog, a) + (clog, b+ alog, ¢ + blog, a)]

Aplicand din nou inegalitatea dintre media aritmetica i media geometrica,
avem:

alog, c+ clog. b+ blogba
a+b+c

> “*+¢/log, clog.blog,a = 1,

deci, alog, c+ clog. b+ blogya > a+b+c.
Analog, clog, b+ alog, c+blog,a > a+ b+ ¢, iar de aici rezulta

ab+bc+ca ab+bc+ca ab+bc+ca
IOga m + IOgb W + 1Ogc m > 3..... 3p
SUBIECTUL I1
o 2?2 —20 42, x<1 9 9
1. Se observa f(x) = { |- VT, » > DPentrucd filt)=t"—2t+2

este strict descrescitoare pe (—oo,1] si fa(t) = 1 — V/t este strict de-



scresciatoare pe (1,00). Deci, f(R) = (—00,0) U [1,00), iar f nu e surjec-
tivi. Funtia f este strict descrescitoare pe ramuri, f((—ooc,1]) = [1,00),

f((l,oo)) = (—00,0), deci f injectivi.....2p

2. Se analizeaza cazurile:

1) k>-1; g(R) = (—00,0) Uk +1,00) si 1 +k > 0, deci, g nu e

surjectiva

2) k<-1;9R)=(—00,00U[k+1,00) si 1+k < 0, deci g nu e injectiva
3) k=-1;1+k < 0; g(R) = R deci g surjectiva si g((—o0, 1]) = [0, 00),

g((L oo)) = (—00,0), deci g injectiva. Astfel, g bijectiva.....3p

59 R Regle) = { 1071 TS =gt
) y=@@-1*z=1-y
2) y=1-vz,ox=~1-y)’
Deci gl(x):{ 21_—\2%, iig ...... 2p

SUBIECTUL III
Presupunem ca exista z1, 22, 23 € C* astfel incat:

z z z z z 2 21| 22| |2
3=13i|= |2+ 24+ 2 < |2+ 2] +|2| <3¢ ﬂ@@;g
2 z3 a1 |22| |z| |= |22] 23] |21]
Deci, |z1| = |22] = |2z3| = 7. 2p
Vom avea: z, = r(costy + isinty), k= 1,2,3.
Atunci:

COS(tl —tg)—l—COS(tg —t3)+COS(t3—t1)+i[Sin(t1 —t2)+sin(t2 —t3)+sin(t3 —t1)] = 31,

de unde

cos(t; — ta) + cos(ta — t3) + cos(ts —t1) =0,
sin(tq — t2) +sin(ty — t3) +sin(ts —t1) = 3.

Din cea de a doua relatie avem sin(t; — t3) = sin(te — t3) = sin(t3 — t1) = 1, iar

de aici,
to—ty = (—l)kg—Hm, keZ
to —tz3 = (—l)pg—l—pﬂ', peZ
t3—t; = (—1)qg+q7r, q€E.......... 3p

Adunand aceste relatii, obtinem:

0=[(-D" + (=1 + (-1 + (p+k+ )7



- () + (1 4 (11
2

+p+qg+k=0,

CHMHCDPHEDT

imposibil deoarece (—1)* 4+ (—1)? + (—1)? este impar si
este numar intreg......2p

Presupunerea facuta este falsa, deci nu exista zq, 20,23 € C* cu proprietatea
ceruta.

SUBIECTUL IV

In demonstratie vom folosi observatiile evidente 23% = My 41, 2351 = M, +2,
23k42 = M, +4,Vk € N.....1p

Vom tine cont ca 131023 = 7- 18717 + 4, iar restul Impartirii unui patrat perfect
la 7 nu poate fi decat 0, 1, 2 sau 4. ....2p

Evident ca ¢ = 3k nu poate fi solutie a problemei.....1p

Daci ¢ = 3k+1, atunci p? = 29131023 = M7;+2—4 = My+5, imposibil......1p
Daci ¢ = 3k + 2, atunci p? = 29 — 131023 = M7 + 4 — 4 = M. Deci, p este
multiplu de 7. Dar p nr prim, rezulta p = 7. Astfel, 29 = 131023 + 49, deci



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a XI-a

SUBIECTUL 1
Fie (z5)n>1 §1 (Yn)n>1 ce satisfac:

dxy = (Tp-1 + ynfl)\/é-l- (Tp—1 — yn71)\/§,
4y, = (yn—l - xn—l)\/é'i' (xn—l + yn—l)\/ia

pentru orice n > 1. Aratati ca cele doua siruri sunt periodice si determinati
perioadele acestora.

prof. Mihaly Bencze

SUBIECTUL I1
Se considera sirul (a,)n>1, cu a; = 1 si care verifica relatia:

20% (a1 — ap — 1) + n(any1 — 3an) + 2a, = n* + 3n?, Vn > 1.
Sa se calculeze lim (1 + #)a”
prof. Gabriela Boeriu

SUBIECTUL II1

a) Daca exista A, B € M,,(C) astfel incdt A- B = I, atunci A- B =B
b) Daci existd p,q € N* gi A,B € M, (C) astfel ca pA+¢B = A -
demonstrati cad AP - B? = B?. AP,

A

B,
prof. Traian Duta

SUBIECTUL IV

Spunem ca o matrice nenuld X € My(C) este nilpotentd, dacd existd n € N

astfel incat X = Oy (matricea nuld). Fie A, B € M3(C) doua matrice nenule,

nilpotente. Sa se demonstreze ca matricea A + B este nilpotenta daca si numai
daca matricele A - B si B - A sunt nilpotente.

prof. Romeo Ilie

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect are 7p. Timp de lucru
3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a XI-a
Solutii si bareme

SUBIECTUL I
Dupa calcule, relatia poate fi scrisa

™ .

T, = cosﬁxn,l—kslnﬁynfl,
. T m

Yn = —smExn,l +COSﬁyn71>

sau,

d in T
(m"> =A (x"_1> ; unde A= ( o8 12 St 17?) 2p
Yn Yn—1 —sln {5 COS {5

Prin inductie se obtine

Ty n [ o cos 7y sin g% o
=A = . 12 2 s e3P
Yn Yo —Sm 35 COS 75 Yo

iar de aici

nmw +si nmw . onw N nm
Ty = COS —X S —— 5 = —SIn ——x COS —
n 12 0 12 Yos; Yn 12 0 12 Yo,

CU Tpy24 = Tp, Ynt24 = Yn, VN > 1, deci perioada cautata este T' = 24...... 2p
SUBIECTUL I1

Relatia:
2n2(an+1 —an — 1) +n(ant1 — 3a,) + 2a, = n* + 3n?, Vn >1
poate fi scrisd n(2n + 1)an11 — (n+2)(2n — 1)a, = n%(n + 1)(n + 2) adica

2n+1 2n—1

—— e Opt] — —————p = N.....2
(n+1)(n+2) 1 n(n +1) P

n n
: 2n+1 _ 2n-—1 _ . _ 7L(n+1)(’rL2—n+1)
Tar prin sumare k¥1 (Wan+l CESH) an) _k¥1 k obtinem a, = =55 ———

..... 3psi lim a, = oo,.....1p iar lim (1+ %)an = Ye....1p
n—oo

n—oo



SUBIECTUL III

a) A-B =1, implicd det(A - B) = det A - det B =1 iar de aici det B # 0, B
inversabild, si fie B~! inversa sa......1p

Inmultind la dreapta relatia A-B =1, cu B7!, obtinem A = B™!, iar
inmultind la stanga cu B avem BA=1,,deci A-B=B-A.....2p

b) Dacd pA+¢gB =A-B, A-B —pA—¢B = O, iar adunand pql,, avem
(A —ql,) (B —pl,) = pql,. Impértind prin pg obtinem (%A — In)(%B —1I,) =
Ip....... 1p

Conform punctului anterior, (%A - In)(%B -I,) = (%B - In)(éA —1I,), iar de
aici rezulta A-B=B-A....2p

Acum avem

APBY = APB.B.-...-B=BA’B-B-...-B=..=DBIAP..... 1p
q ort q—1 ori

SUBIECTUL IV

Folosim faptul ci dacd X € Mz(C) si X" = Oy atunci X? = Oy (X"
O = detX =0= X?=(trX) X = X" = trX)"!1 . X = X =
Oy sau trX =0= X?=0,)....1p

Presupunem ci A + B nilpotentd. (A + B)? = Oy = A*> + AB+ BA+ B% =
Oy =— AB+ BA = 0Oy — trAB = —trBA = —trAB — trAB = trBA =
Odet AB = det BA = 0. Astfel,(AB)? — (trAB)AB + (det AB)Iy = Os, deci
(AB)2 = 02 ..... 2p

Analog (BA)? = Og, deci A- B si B - A sunt nilpotente......2p

S& presupunem acum ci A - B si B - A sunt nilpotente. Atunci (A + B)? =
A*+ AB + BA+ B* = AB + BA.

(A+ B)* = (AB)? + AB?A+ BA?’B + (BA)? = O3 + O3 + Oz + O3 = Oo, deci
A + B sunt nilpotente......2p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a XII-a

SUBIECTUL 1
Fie G1 = (—a+0b,a+b), Go = (—1,1), unde a,b € R, (a # 0) si operatiile 1, T
definite astfel:
by + (a? —b*)(x+y—b)

1y =
rly xy—b(x+y)+a2—b2 ) (v)xaQEGl

si

2n41/0 4 2041 2n+1
Ty = <M> , (M)x,y € Ga,n € N*.
_|_ n+\l/@

Aratati ca (Gl,J_) si (GQ, T) sunt grupuri abeliene si stabiliti un izomorfism

intre ele. prof. Mihaly Bencze

SUBIECTUL II

Fie (G,-) un grup si H o submultime a lui G. Spunem c& H este generator

de ordinul 2 pentru GG, daca pentru orice element x € G exista doua elemente

a,b e H, astfel incat x = a - b.

a)  Sa se arate cd orice submultime H a lui G cu cel putin [g] + 1 elemente

este generator de ordinul 2 pentru G.

b)  Si se dea exemplu de grup finit cu cel putin 4 elemente care nu are gene-
n

rator de ordinul 2 o multime finita cu [5] elemente.

prof.dr. Catalin Ciupala

SUBIECTUL II1
Aratati ca

1
/ ln(1+2x)dm§ m ln3\/§.
o 14322 33 e

prof.dr. Ioana Magca
SUBIECTUL IV

Sa se calculeze L = lim ( [ %dm —In(n + 1)), unde n € N*, iar [z]
reprezinta partea intreaga a numarului real x. GM 12/2009

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect are 7p. Timp de lucru
3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a XII-a

SUBIECTUL I
G = (—1,1) impreund cu operatia x xy =
tura de grup abelian......1p
Fie f : G — G4, f(x) = ax + b o functie bijectiva si f(zxy) = f(x)Lf(y) si
fie g : G — Ga, g(x) = 2®"*! o functie bijectiva si g(xxy) = g(2) Tg(y)....... 5p
Rezulta (GhJ_) si (GQ,T) sunt grupuri abeliene izomorfe....... 1p
SUBIECTUL I1
a) Fie H o submultime a lui G cu cel pugin [%] + 1 elemente. Fie a € G un
element oarecare. Consideram functia f : H — G, f(x) = azx™*....... 1p
Se observa imediat cd functia f este injectiva, deci card(Imf) = card(H) >
[%] + 1, deci Imf N H are cel putin un element y = exista « € H astfel incat
f(r) =y = ar~! =y = a = yzx, ceea ce trebuia demonstrat......3p
b) Fie K = {e,a,b, c} grupul lui Klein. Multimea H = {e,a} este subgrup al
lui K, deci nu este generator pentru K......3p
SUBIECTUL III

T4y
xy+1°

(V)x,y € G formeaza o struc-

In demonstratie vom folosi inegalitatea Cebisev pentru functii de monotonii
diferite, adici [ f- [Pg> (b—a) [0 f- g 2p

Astfel, fi 020 gy < [ In(1 + 22)dz - [} 1rho

Dar fol In(1 4 2z)dz = 31In3 — 1, iar fo 1+3z2d = 375---3p. Dup calcule se

ajunge la rezultatul cautat......1p
SUBIECTUL IV

1
fo =) 2+3[x dr = [; 3 gda +f1 1+2+3d$+f2 4+6+2dx+ +fn 1 nn—i—ll)dm =

n—1

-1 1
ﬁ+ﬁ+ ( ) :kzl (k+1)(k+2) = §+‘..+ +m T 5p
Astfel, L = lim (1 + %+...+%flnn)+ hm (T72+lnn71n(n+1))



