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ΝΙΟΣΤΕΣ ΡΙΖΕΣ. ΤΑ ΣΥΜΒΟΛΑ ν α , xxxxαααα . 

ΣΧΕΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 
 

του Αντώνη Κυριακόπουλου 

 

1. ΡΙΖΕΣ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ  0

+ =� [0,+∞∞∞∞) 

Θεώρηµα και ορισµός. ∆οθέντος, ενός πραγµατικού αριθµού αααα ≥ 0≥ 0≥ 0≥ 0  και ενός φυσικού 

αριθµού ν>0, υπάρχει ένας µοναδικός πραγµατικός αριθµός ββββ ≥ 0≥ 0≥ 0≥ 0  µε β
ν
=α. Ο 

αριθµός αυτός β ονοµάζεται νιοστή ρίζα του α στο σύνολο 0

+
� και συµβο-

λίζεται µε ν α . 

Έτσι,  µε  α, β∈ 0

+
�   και  

*ν ∈� , έχουµε:  

β
ν 
= α νβ α⇔ = . 

• Θεωρούµε ένα πραγµατικό αριθµό 0a ≥ . Έχουµε: 1 .a a=  Θέτουµε: 2 .α α=  

Παραδείγµατα:  

 α) 0 0ν = (το 0 δεν έχει άλλη νιοστή ρίζα στο 0

+
� ). 

 β) 4 2=   (το 4 δεν έχει άλλη τετραγωνική ρίζα στο 0

+
� ). 

 γ) 3 8 2=  (το 8 δεν έχει άλλη κυβική ρίζα στο 0

+
� ). 

Στη συνέχεια αποδεικνύονται όλες οι γνωστές ιδιότητες των ριζών (ριζικών). 

Σηµείωση 1. Για να εισάγουµε ένα σύµβουλο στα µαθηµατικά, θα πρέπει προηγουµένως να 

έχουµε αποδείξει ότι το µαθηµατικό αντικείµενο ,που θα συµβολίσουµε µε το νέο σύµβολο, υ-

πάρχει και είναι µοναδικό (διαφορετικά κάθε φορά που θα το συναντάµε δεν θα ξέρουµε τι πα-

ριστάνει). 

 

2. ΡΙΖΕΣ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ �  

Ορισµός. ∆οθέντος, ενός αριθµού α∈∈∈∈� και ενός φυσικού αριθµού ν>0, κάθε αριθµός 

x∈∈∈∈�  µε x
ν
=α ονοµάζεται µία (πραγµατική) νιοστή ρίζα του α (στον ορισµό 

αυτό δεν εννοούµε κανένα σύµβολο). 

Έτσι µε α, x∈�  και  
*ν ∈� , έχουµε: 

(x νιοστή ρίζα του α) ⇔ x
ν 
= α. 

Αποδεικνύεται εύκολα ότι: 

i) Το 0 έχει µια µόνο νιοστή ρίζα, το 0 (= ν 0) . 

ii) Έστω ότι α>0. Τότε: 

• Αν ο ν είναι άρτιος, ο α έχει δυο νιοστές ρίζες, τις: νx α=  και νx α= − . 

• Αν ο ν είναι περιττός, ο α έχει µία µόνο νιοστή ρίζα, την: νx α= . 

iii) Έστω ότι α<0. Τότε 

• Αν ο ν είναι άρτιος, ο α δεν έχει νιοστές ρίζες. 

• Αν ο ν είναι περιττός, ο α έχει µία µόνο νιοστή ρίζα, την : ν νx α α= − − = − . 

Αυτά προκύπτουν από την επίλυση της εξίσωσης: ,  όπου α,xx aν = ∈�  και ν φυσικός θετι-

κός. Συνοπτικά: 
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                                                      Η ΕΞΙΣΩΣΗ: νx = α  

                             

ν ν

ν ν

ν περιτός: x α x α= =
α>0 

ν άρτιος :  x α x ± α= =





⇔
⇔

 

                             

ν ν

ν

ν περιτός: x α |α|x -= =α<0 
ν άρτιος :  x α, αδύνατη=





⇔
 

                                             

               να 0: x 0 x 0= == ⇔  

 

 

Παραδείγµατα: 

     α)  Το 4 έχει δυο τετραγωνικές ρίζες τις 2 και −2, γιατί: x
2
=4⇔ ( 2 ή x -2=x = ). Έχουµε:   

            2 4=  και 2 4− = −  (και όχι 4 2= ± ). 

     β)  Το 27 έχει µια µόνο κυβική ρίζα το 3, γιατί: x
3
=27⇔x=3. Έχουµε 33 27= . 

     γ)  Το −4 δεν έχει τετραγωνικές ρίζες, γιατί η εξίσωση: 2 4x = −  είναι αδύνατη. 

     δ)  Το −8 έχει µια µόνο κυβική ρίζα το −2, γιατί: x
3 

= 8 ⇔ x = −2. Έχουµε:  
332 8 8− = − − = − . 

 

3. ΡΙΖΕΣ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ �  

       Ορισµός. ∆οθέντος ενός αριθµού �αααα ∈∈∈∈  και ενός φυσικού αριθµού ν>0, κάθε αριθµός 

                       �zzzz ∈∈∈∈  µε ννννz =z =z =z = αααα  ονοµάζεται µια νιοστή ρίζα του α ( στο σύνολο � ) (στον   

                       ορισµό αυτό δεν εννοούµε κανένα σύµβολο). 

Έτσι, µε α,z∈�  και 
*ν ∈� , έχουµε:  

(z νιοστή ρίζα του α) ⇔ 
z

 ν 
=α. 

Αποδεικνύετε το εξής θεώρηµα: 

Θεώρηµα. Κάθε µιγαδικός αριθµός, διάφορος του 0, έχει (στο σύνολο � ) ν ακριβώς  

                  νιοστές ρίζες διαφορετικές µεταξύ τους(ν φυσικός θετικός αριθµός). 

 Στο σύνολο �  δεν ορίζουµε σύµβολο για καµιά νιοστή ρίζα. Για παράδειγµα, η έκφραση: 

3 2i+  δεν έχει νόηµα. 

Παράδειγµα:  

 Να βρείτε τις τετραγωνικές ρίζες του αριθµού:
2 3 4z i= − .                                

Λύση. Ένας µιγαδικός αριθµός z=x+yi , ,x y∈�  είναι ζητούµενος αν , και µόνον αν: 

    2 3 4z i= − ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

2

2 2 22

3 4 2 3 4
3 4

3 4 3 4

x yi i x y xyi i
x yi i

x yi i x yi

 + = − − + = − 
⇔ + = − ⇔ ⇔ 

+ = − + = + − 

 

            ⇔   

( )
( )

( )
( )

22 2

2

2 2

-x=2 ή x= 243
-x=2, y= 1  και

-2 4 1 y=1 ή y= 1
-x= 2, y=1

2 -xy= 25

xx y

xy y

xyx y

 = − =
 

= − ⇔ = ⇔ ⇔   
   = −+ =  

 

 Άρα, οι ζητούµενες τετραγωνικές ρίζες είναι οι αριθµοί: 2  και z -2+i=z i= − . 
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      Σηµείωση 2. ∆εν πρέπει να συγχέουµε την έννοια της νιοστής ρίζας ενός αριθµού α µε το 

σύµβολο ν α . Νιοστές ρίζες ενός αριθµού α ∈�  ονοµάζουµε τις λύσεις της εξίσωση x
ν α= (ό-

σες έχει). Το σύµβολο ν α  ορίζεται µόνο όταν 0α ≥ και παριστάνει µία µόνο νιοστή ρίζα του α. 

Μπορεί όµως το α να έχει και άλλες νιοστές ρίζες. 

Ερώτηση. Ποιες είναι οι τετραγωνικές ρίζες του 9; 

Απάντηση. Οι αριθµοί 3 και -3( δηλαδή, οι λύσεις της εξίσωσης: 2 9x = ). 

Ερώτηση. Τι παριστάνει το σύµβολο 9 ; 

Απάντηση. Τον αριθµό 3( δηλαδή, τον αριθµό β>0 µε 2 9β = ): 9 3= ( και όχι 9 3= ± ). 

 

4. ∆ΥΝΑΜΕΙΣ ΜΕ ΕΚΘΕΤΗ ΡΗΤΟ ΑΡΙΘΜΟ 

      Ορισµός. Για κάθε αριθµό �αααα ∈∈∈∈  µε α>0 και για κάθε �μ,νμ,νμ,νμ,ν ∈∈∈∈  µε ν>0, ορίζουµε: 

                                                                     
μμμμνννν νννν μμμμα = α .α = α .α = α .α = α .  

                      Επίσης, µε µ, ν θετικούς ακέραιους, ορίζουµε:
μμμμνννν νννν μμμμ0 = 0 ( = 0)0 = 0 ( = 0)0 = 0 ( = 0)0 = 0 ( = 0). 

 •••• Έτσι, µε 0α ≥  και µ, ν θετικούς ακέραιος, έχουµε:
µ
ν ν µα α= . 

 Παραδείγµατα:  

      α) 
3
4 44 3 12 316 16 2 2 8.= = = =  

      β)  
1
2 2 1 1 1

4 4 .
4 2

− −= = =  

      γ)   
2
3 3 32 4 34 4 2 2 2.= = =  

•••• Αποδεικνύεται ότι όλες οι ιδιότητες των δυνάµεων µε εκθέτη ακέραιο αριθµό ,ισχύουν   

   και για δυνάµεις µε εκθέτει ρητό αριθµό. 

Προσοχή. ∆υνάµεις µε εκθέτη ρητό αριθµό, όχι ακέραιο, και µε βάση αρνητικό ή µιγαδικό 

αριθµό, δεν ορίζουµε. Για παράδειγµα, οι εκφράσεις: 

( ) ( ) ( ) ( )
32 1 2

3 2 2 327  , 8  , 3 2  , i iσυνα ηµα−
− − − +     δεν έχουν νόηµα. 

Σηµείωση 3. Μερικοί συγγραφείς ( παλαιότερα σχεδόν όλοι, σήµερα ελάχιστοι) την νιοστή 

ρίζα ενός αριθµού α<0, όταν το ν είναι φυσικός περιττός( δηλαδή τη λύση της εξίσωσης: 

x
ν α= ) την συµβολίζουν µε ν α . Για παράδειγµα, την κυβική ρίζα του -8 την συµβολίζουν µε 

3 8.−  Ένας τέτοιος συµβολισµός, µόνο προβλήµατα δηµιουργεί: ∆εν ισχύουν τα γνωστά  θεω-

ρήµατα των ριζικών, δεν µετατρέπεται σε δύναµη µε εκθέτη ρητό αριθµό κτλ.[ είναι λάθος 

να γράφουµε: ( )
1
33 8 8− = − , γιατί το δεύτερο µέλος δεν έχει νόηµα §4]. 

     Βεβαίως, δεν είναι µαθηµατικό λάθος να εισάγει κάποιος το σύµβολο αυτό. Πάντως, είναι 

ένα σύµβολο που µας δηµιουργεί πολλά προβλήµατα ,γίνεται αιτία πολλών παρερµηνειών και το 

σπουδαιότερο δεν µας χρειάζεται. 

 

5. ∆ΥΝΑΜΕΙΣ ΜΕ ΕΚΘΕΤΗ ΤΥΧΟΝΤΑ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟ ΑΡΙΘΜΟ 

      Θεωρούµε δύο πραγµατικούς αριθµούς α και x µε α>0. Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν ακο-

λουθίες ρητών αριθµών ( )rν  µε lim r xνν →+∞
= . 

     Σηµειώνουµε ότι αν ( )rν  είναι µια ακολουθία ρητών αριθµών, οι όροι της ακολουθίας ( )rνα  

είναι δυνάµεις µε εκθέτη ρητό αριθµό (§ 4). 

     Θεώρηµα και ορισµός. Θεωρούµε δύο πραγµατικούς αριθµούς α και x µε α>0. Για κάθε   

                      ακολουθία ρητών αριθµών νννν(r )(r )(r )(r ) µε νννννννν→+∞→+∞→+∞→+∞lim r = xlim r = xlim r = xlim r = x , η ακολουθία ( )ννννrrrrαααα  συγκλίνει σε    

                      ένα πραγµατικό αριθµό, ο οποίος είναι ανεξάρτητος από την εκλογή της ακο-   
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                      λουθίας ρητών αριθµών νννν(r )(r )(r )(r ) µε νννννννν→+∞→+∞→+∞→+∞lim r = xlim r = xlim r = xlim r = x . Το όριο αυτό ( πραγµατικός αριθ -   

                      µός) ονοµάζεται δύναµη µε βάση το α και εκθέτη το x και συµβολίζεται µε xxxxαααα .  

                      Έτσι έχουµε: ννννrrrrxxxx νννν→+∞→+∞→+∞→+∞α lim αα lim αα lim αα lim α==== . 

                      Επίσης, για κάθε πραγµατικό αριθµό x>0, ορίζουµε: xxxx0 = 00 = 00 = 00 = 0 . 

      Στον παραπάνω ορισµό, αν ο αριθµός x είναι ρητός, η έννοια του συµβόλου xα  µας είναι 

γνωστή. Στην περίπτωση αυτή ( που ο αριθµός x είναι ρητός) , µπορούµε να αποδείξουµε εύκο-

λα, ότι η παλαιά και η νέα έννοια συµβόλου xα (µε τις ακολουθίες), ταυτίζονται. 

       • Αποδεικνύεται ότι  οι ιδιότητες των δυνάµεων µε εκθέτες ρητούς αριθµούς, ισχύουν  

          γενικά και για τις δυνάµεις µε εκθέτες πραγµατικούς αριθµούς. 

 

6. ΣΥΝΟΛΟ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  ( ) [ ]g(x)g(x)g(x)g(x)F x = f(x)F x = f(x)F x = f(x)F x = f(x)  

      Για να βρούµε σύνολο ορισµού της συνάρτησης αυτής F, όπου f και g είναι δύο δοσµένες 

συναντήσεις, βρίσκουµε πρώτα σύνολο ορισµού, έστω Α, της f και το σύνολο ορισµού, έστω B, 

της g. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, ένας αριθµός x∈�  ανήκει το σύνολο ορισµό της συνάρ-

τηση F αν, και µόνο αν, πληροί µία (τουλάχιστον) από τις παρακάτω τρεις συνθήκες: 

( ) ( )
( )

)          ii) ( ) 0        iii) ( ) 0
( ) 0

( ) 0 ( )

x x
x

i f x f x
f x

g x g x

∈ Α∩Β ∈ Α∩Β 
∈ Α∩Β  

= <  
>  > ∈  �

 

Παράδειγµα 1. Να βρείτε το σύνολο ορισµού της συνάρτησης: ( ) xF x x= . 

Λύση. Έδώ, έχουµε: ( )f x x=  και g(x)=x. Και οι δύο αυτές συναρτήσεις έχουν σύνολο ορισµού   

το� , οπότε  και Β=Α = � � και άρα: .Α∩Β = �  Ένας αριθµός x∈�  ανήκει το σύνολο ορι-

σµό της συνάρτηση F αν, και µόνο αν: 

( )
) (0, )

( ) 0 0

x x
i x

f x x

∈ Α∩Β ∈ 
⇔ ⇔ ∈ +∞ 

> > 

�
 ή 

( )

 ii) ( ) 0 0  , 

( ) 0 0

x x

f x x

g x x

∈ Α∩Β ∈ 
 

= ⇔ = 
 > > 

�

αδύνατον    ή 

{ }
( )

 iii) ( ) 0 0 1, 2, 3,...

( )

x x

f x x x

g x x

∈ Α∩Β ∈ 
 

< ⇔ < ⇔ ∈ − − − 
 ∈ ∈ 

�

� �

. 

      Συνεπώς, το σύνολο ορισµού τη συνάρτησης ( ) xF x x=  είναι το σύνολο: 

                                             { }1, 2, 3,... (0, )− − − ∪ +∞ . 

Παράδειγµα 2. Να βρείτε το σύνολο ορισµού της συνάρτησης: 

                                ( )
1

12( ) 3 2
x

F x x x
−= − + . 

Λύση. Όπως προηγουµένως βρίσκουµε ότι το σύνολο ορισµό της συνάρτησης F είναι το σύνο-

λο: 

1
( ,1) [2, ) | , 2

κ
κ κ

κ
+ 

−∞ ∪ +∞ ∪ ∈ ≥ 
 

� . 
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7.   ΣΧΟΛΙΟ 
Το βιβλίο των µαθηµατικών της Β΄ Γυµνασίου δίνει τον ορισµό της τετραγωνικής ρίζας µό-

νο στο σύνολο 0

+
� και µάλιστα χωρίς να αναφέρει τίποτα (έστω και πληροφοριακά) για την ύ-

παρξη (σελίδα 41). Το ίδιο κάνει και το βιβλίο της Γ΄ Γυµνασίου (σελίδα 20). Το ίδιο κάνει και 

το βιβλίο της Α΄ Λυκείου για τη νιοστή ρίζα (σελίδα 44). Μάλιστα, το βιβλίο αυτό στη σελίδα 

45 παρατηρεί ότι ο αριθµός ν α  ( 0α ≥ ) είναι η µη αρνητική λύση της εξίσωσης x
ν
=α. Έτσι αν η 

εξίσωση αυτή έχει και µια αρνητική λύση, τότε αυτή δεν είναι µια νιοστή ρίζα του α !!!  Με άλ-

λα λόγια, σύµφωνα µε τα σχολικά βιβλία, π.χ. το -2 δεν είναι µια τετραγωνική ρίζα του 4, αν και 

(−2)
2
=4. Είναι φανερό ότι έχουν µπερδέψει την έννοια της νιοστής ρίζας ενός αριθµού α∈∈∈∈R 

µε το σύµβολο ν α . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το βιβλίο των µαθηµατικών της Γ΄Λυκείου (θετικής και Τεχνολογι-

κής Κατεύθυνσης, έκδοση 2007) στη σελίδα 115 αναφέρει ότι οι λύσεις της εξίσωσης z
 ν

=1, ό-

που z∈� , λέγονται νιοστές ρίζες της µονάδας. Λοιπόν: Άλλα λένε στα παιδιά στην Α΄ Λυκεί-

ου και άλλα στη Γ΄ Λυκείου; 

 


